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0 Wiederholungen

Der affine Fall

(1) SeiK ein Körper,a⊆ R := K[x1, . . . ,xn]. Die Nullstellenmenge

V(a) :=
{

P∈An ∀ f ∈ a : f (P) = 0
}
⊆An

heißt eineaffine Varieẗat, die durcha definiert wird.

(2) SeiW ⊆An. I(W) :=
{

f ∈R ∀P∈W : f (P) = 0
}

heißt dasIdeal von W.

(3) Es gelten:

(i) Ist W ⊆An eine affine Varieẗat, so istV(I(W)) = W.

(ii) a⊆ I(V(a)).

(iii) a⊆ b⇒V(b)⊆V(a), W1⊆W2⇒ I(W2)⊆ I(W1).

(iv) SindW1,W2⊆An affine Varieẗaten, so istW1∩W2 = V(I(W1)+ I(W2)),
W1∪W2 = V(I(W1)∩ I(W2)).

(v) Hilbertscher Nullstellensatz: Ist K = K, so gilt für jede affine VarieẗatW ⊆An, die durcha
definiert wird:

I(W) = I(V(a)) =
√

a.

Damit erḧalt man die Beziehung

{Untervarieẗaten desAn} 1:1←→ {Radikalideale vonR} 1:1←→ {Faktorringe vonR ohne
nilpotente Elemente}

W 7−→ I(W) a 7−→ R/a

V(a) ←− a Kern(R→ A) ←− A

Ist P = (a1, . . . ,an) ∈An ein Punkt, so istI(P) = (x1−a1, . . . ,xn−an) ein maximales Ideal inR. Es
gelten dimP = 0 und dimR/I(P) = 0.

Der projektive Fall

SeiP = (a0 : . . . : an) ∈Pn, f ∈ R := K[x0, . . . ,xn]. Sagen wir,f habe eine Nullstelle inP, so meinen
wir

∀λ ∈ K : f (λa0, . . . ,λan) = 0.

Ist K unendlich, so folgt schon, daß für jede homogene Komponentefp gelten mußfp(P) = 0.

Daraus folgt f̈ur ∅ 6= W ⊂Pn, daßI(W) :=
{

f ∈R ∀P∈W : f (P) = 0
}

homogen ist. IstK = K,
so haben wir die Beziehung

{Untervarieẗaten desPn} 1:1←→ {homogene Idealea⊆ (x0, . . . ,xn)
mit
√

a = a.}

1:1←→ {Graduierte Faktorringe von
Rohne nilpotente Elemente}

SeiP = (a0 : . . . : an) ∈Pn ein Punkt. Wir nehmenai 6= 0 an. Wir haben die Beziehung

P←→ I(P) = (aix j −a jxi), j ∈ {0, . . . ,n}\{i} ,
I(P) hatn Erzeugende. Es gelten dimP = 0, dim R/I(P) = 1.

SeiQ = (1 : 0 : . . . : 0), I(Q) = (x1, . . . ,xn), also istR/I(Q)∼= K[x].
∅←→m = (x0, . . . ,xn).
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Graduierte Algebren

Eine K-Algebra heißtgraduiert, wenn A eine ZerlegungA =
⊕

j∈N0
[A] j besitzt, wobei[A] j K-

Vektorr̈aume sind,K ⊆ [A]0 und[A]i · [A] j ⊆ [A]i+ j . Die Elemente inA j := [A] j heißen diehomogenen
Elemente in Avon Gradj. [A] j wird dieKomponente von Grad j in Agenannt.

Beispiele:

(1) A = R= K[x0, . . . ,xn]. [R] j ist die Menge der homogenen Polynome von Gradj.

(2) Ista⊆ Rein homogenes Ideal, so istA = R/a eine graduierteK-Algebra mit der Graduierung

(1) [A] j :=
{

f moda f ∈ [R] j
}
.

(3) Umgekehrt: Ista irgendein Ideal vonR, so liefert (1) eine Graduierung vonR/a genau dann wenn
a homogen ist.
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1 Schemata

Wir wollen nun den Begriff einer Varietät verallgemeinern:

1.1 Beispiel. Betrachte

J1 = (x(x−y)), J2 = (y) ⊆ R= K[x,y]
undW1 = V(J1), W2 = V(J2) ∈A2. W2 ist diey-Achse,W1 ist diex-Achse vereinigt mit der Winkel-
halbierenden des ersten bzw. dritten Quadranten.W1∩W2 ist als Varieẗat gerade(0,0), denn

I(W1∩W2) =
√

J1 +J2 =
√

x2−xy,y =
√

x2,y = (x,y).
Intuitiv sollte der Schnittpunkt doppelt gezählt werden, was in dem Ideal(x2,y) = J1 +J2 besser
beschrieben wird.

1.2 Definition. Ein affines Unterschema X⊆An ist gegeben durch einen FaktorringA von affine Unterschemata
R= K[x1, . . . ,xn]. Dieser RingA heißt derKoordinatenringvon X. Ist A = R/a, so heißta das Koordinatenring
definierende IdealvonX und man schreibt definierendes IdealIX

IX = a.

SindX,Y ⊆An affine Unterschemata, so heißtX ein Unterschema von Y, falls IY ⊆ IX (Inklusions-
umkehrend)

X undY heißenisomorph, falls R/IX undR/IY alsK-Algebren isomorph sind. Isomorphie

Dasreduzierte Schema Xred ist das durch
√

IX definierte Schema. (IstK algebraisch abgeschlossen, reduziertes Schema
Xredso istXred also die VarieẗatV(

√
IX).)

1.3 Bemerkung. (i) Statt Unterschema sagen wir oft nurSchema, obwohl obige Definition nur ein Schema
Spezialfall des allgemeinen Begriffes eines Schemas ist.

(ii) Intuition: Die Punkte des SchemasX sind die Punkte der Varietät Xred. Deren “Vielfachheit”
wird im IdealIX widergespiegelt.

1.4 Beispiel. (i) a j = (x j ,y)⊆ K[x,y] definert ein UnterschemaXj ⊆A2. Es ist(Xj)red = P, wobei
P = (0,0). (Xj ist ein “dickerPunkt.”)

(ii) Xj−1 ist ein Unterschema vonXj , denn(x j ,y)⊆ (x j−1,y).

(iii) Ist Y ⊆A2 der Punkt(1,1), so sindY undX1 isomorph als Schemata.

1.5 Definition. (i) SindX,Y ⊆An affine Schemata, so ist der DurchschnittX∩Y das durchIX + IY
definierte Schema, und die VereinigungX∪Y das durchIX ∩ IY definierte Schema.

(ii) Das SchemaX ⊆An heißt irreduzibel, wenn gilt: Ist X = X1∪X2 für affine Unterschemata Irreduzibilität
X1,X2⊆ X, so folgtX = X1 oderX = X2 oderXred = (X1)red = (X2)red.

X heißtreduziert, falls X = Xred. reduzierte Schemata

1.6 Lemma. Es sei X∈An ein Schema mit definierendem Ideal IX. Dann gilt

(a) X ist irreduzibel genau dann, wenn IX ein Primärideal ist,

(b) X ist irreduzibel und reduziert genau dann, wenn IX ein Primideal ist.

Beweis.(a) “⇒” Es sei Ass(R/IX) = {p1, . . . ,ps}, und es seiIX = q1∩ . . .∩qs eine Prim̈arzerlegung
mit
√

qi = pi .
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Antithese: Es seis> 1. Dann seienX1,X2 die durchq1 bzw. q2∩ . . .∩qs definierten Schemata. Es
folgt X = X1∪X2, aberX 6= X1,X 6= X2. Angenommen, es ẅareXred = (X1)red = (X2)red. Dann folg-
te, daß

√
IX =

√
IX1 = p1 =

√
IX2 = p2∩ . . .∩p2, alsop1 = p j für ein j ∈ {2, . . . ,s}, im Widerspruch

zur Wahl derpi .

Folglich istX nicht irreduzibel, Widerspruch zur Voraussetzung.

“⇐” Sei X = X1∪X2. Nach Voraussetzung ist dannp :=
√

IX =
√

IX1 ∩
√

IX2 ein Primideal. Daraus
folgt O.E.p =

√
IX1. Fall 1:p =

√
IX2, d.h.Xred = (X1)red = (X2)red. Fall 2:p 6=

√
IX2 = p1∩ . . .∩ps,

alsop ( p1∩ . . .∩ps, es folgtp ( pi für alle i ∈ {1, . . . ,s}.
Wegen p =

√
IX hat IX1 = q∩ q̃1∩ . . .∩ q̃t eine Prim̈arzerlegung, in derq die einzige isolierte

Komponente ist. Folglich istq auch die einzige isolierte Komponente vonIX1 ∩ IX2 = IX. Da IX
ein Prim̈arideal ist, folgt q = IX aus der Eindeutigkeit isolierter Komponenten. Es ergibt sich
q = IX1 ∩ IX2 ⊆ IX1 ⊆ q, alsoq = IX1, d.h.X = X1.

Aus der Fallunterscheidung folgt die Irreduzibilität vonX.

(b) Folgt aus (a).

1.7 Folgerung. Jedes affine Schema ist Vereinigung endlich vieler irreduzibler Schemata.

Beweis.Folgt aus der Existenz der Primärzerlegung im Polynomring.

Wir wollen nun die analogen Begriffe im projektiven Raum einführen. Ist
m = (x0, . . . ,xn)⊆ R= K[x0, . . . ,xn], so gilt für jedesm-primäre Idealq: V(q) = V(m) = ∅.

1.8 Definition. Es seia⊆m ein homogenes Ideal vonR. Dann heißta saturiert, falls m /∈ Ass(a)saturierte Schemata
gilt.

Das Idealasat :=
⋃

j≥1(a : m j) heißt dieSaturierungvon a. asat ist ein saturiertes homogenes Ideal.Saturierungasat

(Folgt ausÜbungsaufgabe 2 und Lemma I.7.19.)

1.9 Beispiel. Betrachtea = (x2
0,x

2
1,x0x1)⊆ K[x0,x1,x2]. Es ista = (x0,x2

1)∩ (x2
0,x1,x2) nicht satu-

riert, denn Ass(a) = {(x0,x1),(x0,x1,x2)}. Es istasat= (x0,x2
1).

Bemerkung: Ist a nicht saturiert, so hata eine Prim̈arzerlegunga = q1∩ . . .∩qs∩qT mit√
qi (√qT = m. Dann istasat= q1∩ . . .∩qs.

1.10 Definition. (i) Ein projektives Unterschema X⊆Pn ist gegeben durch einen graduierten Fak-projektive Schemata
torring vonR := K[x0, . . . ,xn], der einen homogenen Nichtnullteiler positiven Grades besitzt.

Ist A = R/a, so nennt mana dashomogene IdealvonX. SchreibweiseIX = a. Ferner wirdA alshomogenes IdealIX
homogener KoordinatenringvonX bezeichnet.homogener

Koordinatenring
(ii) Ist a⊆m = (x0, . . . ,xn) ein homogenes Ideal, sodefinierta das Schema R/asat.

Dies ist sinnvoll nach folgendem Lemma:

1.11 Lemma. Ista⊆m ein homogenes Ideal, das nichtm-primär ist, so besitzt R/a einen homogenen
Nichtnullteiler positiven Grades genau dann, wenna saturiert ist.

Beweis.“⇒” Es sei f ∈ R ein Repr̈asentant des Nichtnullteiler vonR/a. Dann gilta : f = a, denn
die Abbildung

ν : R/a−→ R/a

r moda 7−→ ( f · r) moda
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Vorläufige
Version 5

ist injektiv. Es ist ν(r moda) = 0 genau dann, wenn f r ∈ a. Aus der Injektiviẗat folgt aber
r moda = 0, alsor ∈ a. Dies bedeuteta : f ⊆ a, alsoa : f = a. Wärem ∈ Ass(a), so folgte wegen
f moda ∈m moda, daßf moda ein Nullteiler vonR/a wäre (nach Folgerung I.7.28), Widerspruch.

“⇐” Es sei a = qi ∩ . . .∩qs eine Prim̈arzerlegung vona mit pi =
√

qi . Nach Voraussetzung gilt
m ( pi für i = 1. . .s. Nach dem Primvermeidungslemma (IV.3.2) folgt die Existenz eines homogenen
f ∈m\

⋃
pi . Nach (I.7.28) istf moda ein Nichtnullteiler vonR/a mit positivem Grad.

1.12 Bemerkung. (i) Für ein homogenes Ideala⊆m gilt: a ist m-primär genau dann, wenn√
a = m.

(ii) Aus Lemma (1.11) und Definition (1.10) folgt

{projektive Unterschemata
vonPn}

1:1←→ {graduierte Fakorrringe von
K[x0, . . . ,xn] mit einem homo-
genen Nichtnullteiler positiven
Grades}

1:1←→ {K[x0, . . . ,xn]/a, wobeia⊆m

ein homogenes saturiertes
Ideal}

(iii) Ist a ein homogenes,m-primäres Ideal, so sagen wir, daßR/a die leere Menge (als Schema)
definiert.

1.13 Definition. SeienX,Y ⊆Pn Unterschemata. Dann ist derDurchschnittdefiniert durchIX + IY, Durchschnitt
Vereinigung

Irreduzibilität
Reduziertheit

Unterschemata
Isomorphie

alsoIX∩Y = (IX + IY)sat.

Die Vereinigung, Irreduzibiliẗat, Reduziertheit und UnterschematavonX sind wie f̈ur affine Schemata
definiert.

X undY heißenisomorph, wennR/IX undR/IY als graduierteK-Algebren isomorph sind.

1.14 Beispiel.X,Y ⊆P3 mit IX = (x0,x1)∩ (x2,x3) = (x0x2,x0x3,x1x2,x1x3) (Paar windschiefer Ge-
raden) undIY = (x1 +x2) (Ebene). Erwartung:X∩Y besteht aus zwei Punkten.

IX + IY = (x0x2,x0x3,x1x2,x1x3,x1 +x2) = (x1,x2,x3)∩ (x0,x1,x2)∩ (x0,x1x2,x1 +x2,x3)︸ ︷︷ ︸
m−primär

,

also(IX + IY)sat= (x0,x1,x2)∩ (x1,x2,x3).

1.15 Erinnerung. Es seiA eine graduierteK-Algebra, dann ist dieHilbertfunktiongegeben durch HilbertfunktionhA

hA : Z→N0, hA( j) = dimK [A] j .

Das Hilbertpolynomvon A ist dasjenige PolynompA ∈Q[T], so daß gilthA( j) = pA( j) für alle HilbertpolynompA

j � 0.

Ist d = degpA, so kann man das Hilbertpolynom schreiben als

pA( j) = h0(A)
(

j
d

)
+h1(A)

(
j

d−1

)
+ . . .+hd(A)

mit h0(A), . . . ,hd(A) ∈ Z, wobei h j(A) > 0 falls pA 6= 0. (Dies folgt per Induktionüber d
[pA/lA( j) = pA( j)− pA( j−1) für hinreichend allgemeinel ∈ [A]1]).

1.16 Definition. Sei X ∈Pn ein projektives Schema mit homogenem KoordinatenringA = R/IX.
Dann nennt manhX := hA, pX := pA die Hilbertfunktion bzw. dasHilbertpolynom von X und HilbertfunktionhX

HilbertpolynompXdimX := dimA−1 dieDimensionvonX.
Dimension dimXFerner setzen wir

degX :=

{
h0(A) falls pA 6= 0,

∑ j≥0hA( j) falls pA = 0,

und nennen dies denGrad vonX bzw.A bzw. IX. Grad degX
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1.17 Beispiel. (i) Für R= K[x0, . . . ,xn] gilt f ür j ≥ 0

hR( j) =
(

n+ j
n

)
=

( j +n)( j +n−1) · · ·( j +1)
n!

=
jn

n!
+kleinere Potenzen vonj,

also ist dimR= degpR+1 = n+1 und degR= 1.

(ii) Ist P∈Pn ein Punkt, so istA := R/I(P)∼= R/(x1, . . . ,xn)∼= K[x0]. Also folgt aus (i) dimA = 1,
dimP = 0 und degP = 1. (Wie erwartet.)

(iii) Sei 0 6= f ∈ R ein homogenes Polynom vom Gradd. Dann ergibt sich f̈ur A := R/ f R:
[A] j = [R] j/ f · [R] j−d, also f̈ur j ≥ d

hA( j) = hR( j)−dimK f · [R] j−d = hR( j)−hR( j−d)

=
(

j +n
n

)
−

(
j−d+n

n

)
=

( j +n) · · ·( j +1)− ( j−d+n) · · ·( j−d+1)
n!

=
1
n!

[
jn(1−1)+ jn−1(n+(n−1)+ . . .+1 + (d−n)+(d−n+1)+ . . .

. . .+(d−1)
)
+kleinere Potenzen vonj

]
,

denn ϕ : [R] j−d→ f · [R] j−d, r 7→ f · r ist ein Isomorphismus und damit ist
dimK f · [R] j−d = dimK [R] j−d.

Also hA( j) = 1
n! jn−1 ·n·d+ . . . = d jn−1

(n−1)! + . . .. Folglich ist dimA = n (d.h. die Dimension von

dimR/ f R= dimR−1) und degA = d. Ist n≥ 1, so definiert( f ) = f R eineHyperfl̈achein PnHyperfläche
der Dimensionn−1 und des Gradesd. Der Grad der Hyperfl̈ache ist also gleich dem Grad des
definierenden Polynoms (wie erwartet).

(iv) deg(xa,yb,zc) = a·b·c. (Übungsaufgabe 8).



Algebraische Geometrie II Sommersemester 2001
Vorläufige
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2 Moduln

Der Begriff desModulsverallgemeinert den Begriff des Vektorraumes, häufig werden Ringe durch
Betrachtung von Moduln̈uber ihnen studiert. Ringe sind weiterhin immer kommutativ mit Einsele-
ment.

2.1 Definition. Es sei R ein Ring. Ein R-Modul M= (M,+, ·) oder Modul über dem Ring R Modul M
ist eine MengeM mit Abbildungen+ : M×M→M, (m1,m2) 7→m1 +m2, genanntAddition, und
· : R×M→M, (a,m) 7→ a·m, genanntskalare Multiplikation, so daß(M,+) eine abelsche Gruppe
ist und f̈ur allea,b∈ R, m1,m2,m∈M gilt:

(i) a(m1 +m2) = am1 +am2

(ii) (a+b)m= am+bm

(iii) (ab)m= a(bm)

(iv) 1R ·m= m

2.2 Beispiel. (i) Ist Rein Ring, so istRauch einR-Modul mit den Operationen vonR.

(ii) Ist R= K ein Körper, so ist eine MengeM einK-Modul genau dann, wennM einK-Vektorraum
ist.

(iii) Eine TeilmengeM des RingesR ist einR-Modul genau dann, wennM ein Ideal vonR ist.

(iv) Es seiG = (G,+) eine abelsche Gruppe. Definiert man für g∈G, n∈ Z:

n·g :=



g+ . . .+g︸ ︷︷ ︸
n mal

falls n > 0,

0 fallsn = 0 und

(−g)+ . . .+(−g)︸ ︷︷ ︸
−n mal

falls n < 0,

so wirdG zu einemZ-Modul.

(v) Ist a⊆ R ein Ideal, so ist R/a ein R-Modul verm̈oge der skalaren Multiplikation
r · (a moda) := (r ·a moda) für r,a∈ R.

2.3 Definition. Es seiM ein R-Modul. Eine TeilmengeM′ ⊆M heißtUntermodulvon M, wennM′ Untermoduln
eine Untergruppe vonM ist, die abgeschlossen bezüglich skalarer Multiplikation vonM ist, d.h. f̈ur
r ∈ R, m′ ∈M′ gilt r ·m′ ∈M′. (Ein Untermodul ist wieder einR-Modul.)

2.4 Lemma (Untermodulkriterium). Es sei M ein R-Modul, dann ist eine Teilmenge M′ von M ein
Untermodul genau dann, wenn für alle m1,m2 ∈M′, r ∈ R gilt:

(i) m1−m2 ∈M′

(ii) r ·m1 ∈M′

Beweis.Analog zu Unterraumkriterium der linearen Algebra.
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2.5 Definition (& Lemma). Es seiM ein R-Modul, und es seiMλ,λ ∈ Λ, eine Familie von Unter-
moduln vonM.

(i) Die Summe∑λ∈Λ Mλ ist die Menge allerendlichenSummen∑λ∈Λ′mλ, wobeiΛ′ ⊆ Λ endlichSumme von Moduln
∑λ∈Λ Mλ ist, undmλ ∈Mλ für alleλ ∈ Λ′.

Die Summe ist der kleinste Untermodul vonM, der alleMλ entḧalt.

(ii) Der Durchschnitt
⋂

λ∈Λ Mλ ist ein Untermodul.Durchschnitt von
Moduln

⋂
λ∈Λ Mλ

Beweis.SieheÜbung.

Die Vereinigung zweier Untermoduln ist nicht notwendigerweise ein Untermodul. (SieheÜbung 9)

2.6 Definition. Es seiR ein Ring undM und N R-Moduln. Eine Abbildungϕ : M→ N heißt ein
R-Modul-HomomorphismusoderR-linear, wenn f̈ur allem1,m2 ∈M, r ∈ Rgilt:

Modulhomomorphismus
R-linear (i) ϕ(m1 +m2) = ϕ(m1)+ϕ(m2),

(ii) ϕ(r ·m1) = r ·ϕ(m1).

Die Menge derR-linearen AbbildungenM→ N wird mit HomR(M,N). Ein R-ModulisomorphismusHomR(M,N)
ist ein bijektiverR-Modulhomomorphismus.

2.7 Bemerkung. (i) Ist R= K ein Körper, so ist einR-Modulhomomorphismus dasselbe wie eine
K-lineare Abbildung vonK-Vektorr̈aumen.

(ii) Ist a⊆ Rein Ideal, so ist der kanonische Epimorphismusπ : R→ R/a R-linear.

(iii) Sind M,N,P R-Moduln, und sindϕ : M→ N, ψ : N→ P R-Modulhomomorphismen, so ist auch
ψ◦ϕ : M→ P einR-Modulhomomorphismus.

(iv) Es seien M,N R-Moduln. F̈ur ϕ,ψ ∈ HomR(M,N) und r ∈ R,m∈M setzen wir
(ϕ+ψ)(m) := ϕ(m)+ψ(m) und (r ·ϕ)(m) := r ·ϕ(m). Damit ist eine Addition und ska-
lare Multiplikation auf der Menge HomR(M,N) erklärt, die HomR(M,N) zu einemR-Modul
macht.

(v) Ist M ein R-Modul, so heißen die Elemente von HomR(M,M) Endomorphismenvon M. Durch
die Festlegungϕ ·ψ := ϕ◦ψ für ϕ,ψ ∈ HomR(M,M) wird eine Multiplikation erkl̈art, die
HomR(M,M) zu einem Ring macht. Er wirdEndomorphismenringvon M genannt. Er hat alsEndomorphismenring

HomR(M,M) Einselement die identische Abbildung idM : m 7→m, ist aber im Allgemeinen nicht kommutativ.

(vi) Jeder R-Modulhomomorphismusϕ : R→M ist eindeutig bestimmt durchϕ(1R), denn
ϕ(r) = ϕ(1R · r) = r ·ϕ(1R). Dies liefert einenR-ModulhomomorphismusM

∼→ HomR(R,M).

2.8 Lemma (& Definition). Es sei ϕ : M→ N ein R-Modulhomomorphismus. Dann heißt
Kernϕ :=

{
m∈M ϕ(m) = 0

}
derKernvonϕ undImϕ :=

{
ϕ(m) m∈M

}
dasBild vonϕ.Kern Kernϕ

Bild Im ϕ Es istKernϕ ein Untermodul von M,Imϕ ein Untermodul von N.ϕ ist injektiv genau dann, wenn
Kernϕ = {0}.

Beweis.Folgt aus den Definitionen wie in der linearen Algebra.
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2.9 Satz (& Definition). Es sei M′ ein Untermodul des R-Moduls M. Definiere für m∈M:
m+M′ := mmodM′ :=

{
n∈M m−n∈M′

}
dieRestklassevon m modulo M′, Restklasse

mmodM′ = m+M′M :=
{

m+M′ m∈M
}

die Menge der Restklassen,π : M→M, m 7→m+M′. Dann wird f̈ur
m,n∈M, r ∈ R durch(m+M′)+(n+M′) := (m+n)+M′ und r· (m+M′) := (r ·m)+M′ auf M
eine Addition und skalare Multiplikation erklärt, dieM zu einem R-Modul undπ : M→M zu einem
surjektiven R-Modulhomomorphismus machen mitKernπ = M′.

M heißt derRestklassenmodulvon M modulo M′ oderFaktormodulvon M nach M′. Schreibweise ist Restklassenmodul
dann M/M′ := M. Die Abbildungπ heißtRestklassenhomomorphismusoder kanonischer Epimor- Restklassen-

homomorphismusπphismusvon M auf M/M′.

Beweis.(1) Auf M wird durchm∼ n :⇔m−n∈M′ eineÄquivalenzrelation erkl̈art. Die Äquiva-
lenzklasse, diementḧalt ist geradem+M′. Deshalb ist die Abbildungπ wohldefiniert.

(2) Die festgelegte Addition und skalare Multiplikation sind wohldefiniert und machenM zu einem
R-Modul; das Inverse vonm+M′ bez̈uglich der Addition ist(−m)+M′, das Nullelement ist
0M +M′ = M′.

Dies ist die einzigeR-Modulstruktur vonM, dieπ zu einemR-Modulhomomorphismus macht.

(3) Für m∈M ist π(m) = 0M = 0M +M′ = M′ genau dann, wennm+M′ = 0M +M′, d.h.m∈M′.
Folglich ist Kernπ = M′.

2.10 Bemerkung. Untermoduln vonM sind genau die Kerne vonR-Modulhomomorphismen
M→ N.

2.11 Lemma (& Definition). Es sei ϕ : M→ N ein R-Modulhomomorphismus, und es sei
M′ ein Untermodul von M mit M′ ⊆ Kernϕ. Dann wird durch m := m+M′ 7→ ϕ(m) ein
R-Modulhomomorphismusϕ : M/M′→ N definiert. Dieser heißtdurch ϕ induziert. Es gilt induzierter Modulho-

momorphismusKernϕ = Kernϕ/M′.

Beweis.ϕ ist wohldefiniert, denn aus n = m folgt m−n =: x∈M′, also
ϕ(m) = ϕ(n+x) = ϕ(n)+ϕ(x) = ϕ(n), dennx∈ Kernϕ.

ϕ ist offenbar einR-Modulhomomorphismus undϕ(m) = 0 genau dann, wennϕ(m) = 0, also
Kernϕ = Kernϕ/M′.

2.12 Satz (Homomorphiesatz).Es seienϕ : M→ N ein R-Modulhomomorphismus, M′ ein Unter-
modul von M undπ : M→M/M′ der kanonische Epimorphismus. Dann gilt:

(a) ϕ faktorisiert durch π, d.h., es gibt einen R-Modulhomomorphismusψ : M/M′→ N mit
ϕ = ψ◦π.

M N

M/M′

-ϕ

@
@@R

π

�
���

ψ

genau dann, wenn M′ ⊆ Kernϕ. In diesem Fall istψ durchϕ induziert und insbesondere eindeutig
bestimmt.

(b) Imϕ∼= M/Kernϕ.
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Beweis. (a) “⇒” Angenommen,ψ : M/M′→ N existiert. Dann gilt f̈ur m= m+M′ ∈M/M′:
ϕ(m) = ψ(π(m)) = ψ(m), d.h. ψ ist durchϕ induziert. Weiterhin giltψ(m) = 0⇔ ϕ(m) = 0.
Für m∈M′ gilt aberϕ(m) = ψ(π(m)) = ψ(0) = 0, alsoM′ ⊆ Kernϕ.

“⇐” Ist M′ ⊆ Kernϕ, so folgt die Existenz vonψ aus (2.11).

(b) Im FallM′ = Kernϕ, N = Imϕ folgt die Existenz vonψ : M/Kernϕ→ Imϕ. Offenbar istψ sur-

jektiv und Kernψ
(2.11)
= Kernϕ/Kernϕ =

{
0
}

, d.h.ψ ist ein Isomorphismus.

2.13 Folgerung. Sind P⊆ N Untermoduln vonM, so induziert der kanonische Epimorphismus
π : M→M/N einen Isomorphismus(M/P)/(N/P)∼= M/N.

Beweis.WegenP⊆ N = Kernπ haben wir nach dem Homomorphiesatz ein kommutatives Dia-
gramm

M M/N

M/P

-π

@
@
@R �

���
ψ

mit Kernψ = Kernπ/P = N/P. Mit π ist auchψ surjektiv. Also folgt nach dem Homomorphiesatz
M/N = Imψ∼= (M/P)/Kernψ = (M/P)/(N/P).

2.14 Satz (Isomorphiesatz).Sind M1,M2 Untermoduln von M, so gilt

(M1 +M2)/M2
∼= M1/(M1∩M2).

Beweis.Es sei ϕ die Komposition von M1
ε

↪−→M1 +M2
π
−� (M1 +M2)/M2, d.h.

ϕ : M1−→M1 +M2/M2,m1 7−→m1 +M2.

ϕ ist surjektiv, denn die Elemente von(M1 +M2)/M2 sind der Formm1 +m2 +M2 = m1 +M2,
m1 ∈M1, m2 ∈M2.

Es ist ϕ(m1) = 0 genau dann, wennm1 ∈M2, also folgt Kernϕ = M1∩M2. Somit ergibt sich die
Behauptung aus dem Homomorphisatz.

2.15 Beispiel. (i) Es seien f ,g∈ R= K[X] teilerfremd. Dann gilt( f )/( f )∩ (g)∼= R/g, denn
( f )+(g) = (ggT( f ,g)) = (1) = R.

(ii) In Z gilt z.B. (3)/(15)∼= Z/5Z.

2.16 Definition. Es seiM ein R-Modul. Ist m∈M, so ist (m) := R·m=
{

rm r ∈ R
}

ein Un-(m) = R·m
termodul vonM. Ist (mλ)λ∈Λ eine Familie von Elementenmλ ∈M mit M = ∑λ∈Λ R·mλ, so heißt
(mλ)λ∈Λ ein Erzeugendensystemvon M. Ist Λ endlich, dann heißtM endlich erzeugt. Man schreibtErzeugendensystem

endlich erzeugt dann(m1, . . . ,ms) := ∑s
i=1R·mi .

Ein unverk̈urzbares Erzeugendensystemist ein Erzeugendensystem derart, daß keine echte Teilmengeunverk̈urzbar
Erzeugendensystem ein Erzeugendensystem ist.

Ein ErzeugendensystemM heißtBasisvonM, wenn eslinear unabḧangigüberR ist, d.h. f̈ur je end-Basis,
linear unabḧangig lich viele paarweise verschiedene Elementem1, . . . ,ms∈ B gilt: Ist 0 = ∑s

i=1 r imi mit r1, . . . , rs∈ R,
so folgtr1 = . . . = rs = 0.

2.17 Bemerkung. (i) Ist a⊆ R ein Ideal, so istR/a ein R-Modul mit unverk̈urzbarem Erzeugen-
densystem{1 moda}.
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(ii) Ist R= K ein Körper, so ist jedes unverkürzbare Erzeugendensystem eine Basis. IstR kein
Körper, so sind minimale Erzeugendensysteme i.a.keineBasis.

Beispiel:R= K[X], a = (X3), dann istX3 6= 0 in R, aberX3(1 moda) = 0 in R/a. R/a hat keine
Basis alsR-Modul, denn f̈ur allem∈ R/a ist X3 ·m= 0.

Als R/a-Modul hatR/a die Basis{1R moda}, denn aus(r moda) · (1 moda) = 0 in R/a für
r ∈ R folgt r ∈ a, d.h.r moda = 0 in A.

Allgemein: Jeder RingA hat alsA-Modul die Basis{1A}.

(iii) Die Elementanzahl eines unverkürzbarer Erzeugendensysteme ist im allgemeinen nicht eindeu-
tig bestimmt.

2.18 Definition. Es sei(Mλ)λ∈Λ eine Familie vonR-Moduln. Dann ist direkte Summe⊕
λ∈Λ Mλ

⊕
λ∈Λ

Mλ :=
{
(mλ)λ∈Λ mλ ∈Mλ für alleλ ∈ Λ undmλ = 0 für fast alleλ

}
mit der durch

(mλ)λ∈Λ +(nλ)λ∈Λ := (mλ +nλ)λ∈Λ
definierten Addition und der durch

r(mλ)λ∈Λ := (r ·mλ)λ∈Λ
definierten Skalarmultiplikation einR-Modul, der diedirekte Summevon (Mλ)λ∈Λ genannt wird.

Ist Mλ = R für alleλ ∈ Λ, so schreibt manR(Λ) :=
⊕

λ∈Λ Mλ. HatΛ n < ∞ viele Elemente, so schreibt R(Λ), Rn

manRn stattR(Λ). Man setztR0 := {0R}.
Ein R-Modul heißtfrei, wenn er isomorph zu einemR-Modul der FormR(Λ) ist. freie Moduln

2.19 Bemerkung. (i) Die Elemente vonRn sindn-Tupel(r1, . . . , rn) mit r i ∈ R.

(ii) Jeder freieR-Modul R(Λ) besitzt diekanonische Basis(eλ)λ∈Λ mit eλ = (δµλ)µ∈Λ.

2.20 Satz.Es sei M ein R-Modul. Dann gilt

(a) M ist endlich erzeugt genau dann, wenn M isomorph zu einem Faktormodul eines endlich erzeug-
ten freien Moduls ist.

(b) M ist frei genau dann, wenn M eine Basis hat. frei↔ Basis

Beweis. (a) “⇒” Es sei M = (m1, . . . ,ms). Dann ist die Abbildung
ϕ : Rs→M,(r1, . . . , rs) 7→ r1m1 + . . .+ rsms ein surjektiver Homomorphismus, also
M = Imϕ∼= Rs/Kernϕ nach Homomorphiesatz.

“⇐” Nach Voraussetzung haben wirR-ModulhomomorphismenRs π→ Rs/N
ψ
∼→M, wobeiψ ein

Isomorphismus ist. Daπ surjektiv ist, ist auchϕ := ψ◦π surjektiv. Ist{e1, . . . ,es} eine Basis von
Rs, so ist{ϕ(e1), . . . ,ϕ(es)} ein Erzeugendensystem vonM. (Dennm= ϕ(∑ r iei) = ∑ r iϕ(ei)).

(b) Die Abbildungϕ im ersten Teil des Beweises von (a) ist injektiv (also ein Isomorphismus) genau
dann, wenn{m1, . . . ,ms} linear unabḧangig ist.

2.21 Beispiel.Es seiR= K[x,y,z]. Dann istM = ((x,y),(y,z))⊆ R2 ein Untermodul desR2. Folglich
ist R2/M einR-Modul, der durch die Restklassene1,e2 von (1,0) bzw.(0,1) erzeugt wird.

Die Elemente vonR2/M sind von der Form

(r1, r2)+M = r1(1,0)+ r2(0,1)+M = r1[(1,0)+M]+ r2[(0,1)+M] = r1e1 + r2e2.
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2.22 Definition. Es seiF ein endlich erzeugter freierR-Modul. Dann heißt die Anzahl der Elemente
einer (jeder) Basis vonF derRangvonF . Er ist wohldefiniert nacḧUbung 15.Rang

[Tip: Zurückführen auf Situation bei Vektorräumen.]

Ist R= K ein Körper, so ist der Rang vonF gerade die Vektorraumdimension.

2.23 Definition. SeiM einR-Modul.

(i) Ist a⊆ Rein Ideal, so ist das Produkta ·M

a ·M :=

{
s

∑
i=1

aimi s∈N,ai ∈ a,mi ∈M

}
ein Untermodul vonM.

(ii) Ist N ein Untermodul vonM, so ist

N : M := N :R M :=
{

r ∈R r ·M ⊆ N
}

ein Ideal vonR, genanntQuotientenideal.QuotientenidealN : M

(iii) Das Ideal 0 :R M =
{

r ∈R r ·M = 0
}

heißt derAnnulatorvonM. Bezeichnung AnnRM.Annulator AnnRM

2.24 Beispiel. (i) AnnR(R) = (0R), dennr1R = 0R genau dann, wennr = 0R. Ist F ein freierR-
Modul, so ist AnnR(F) = (0R).

(ii) AnnR(R/a) = a.

(iii) Der Modul R2/M aus Beispiel (2.21) ist nicht frei, denn:

(xz−y2)(1,0) = z(x,y)+(−y)(y,z) ∈M

und

(xz−y2)(0,1) = (−y)(x,y)+x(y,z) ∈M,

also 06= xz−y2 = det

(
x y
y z

)
∈ AnnR(R2/M).

2.25 Lemma. Es sei M ein R-Modul, und es seia⊆ AnnR(M) ein Ideal. Dann besitzt M auch eine
(R/a)-Modulstruktur.

Beweis.Wir übernehmen die Addition vonM als R-Modul, aber wir definieren eine neue skalare
Multiplikation durch

r ·m := (r +a) ·m := rm für r ∈ R, m∈M.

Dies ist unabḧangig von der Auswahl des Repräsentantenr der Restklasser +a, daa·M = 0, also
wohldefiniert und leistet das Gewünschte.

2.26 Beispiel. (i) Ist a ein Ideal vonR, so ist R/a auch einR/b-Modul für jedes Idealb mit
b⊆ AnnR(R/a) = a.

(ii) Ist M ein R-Modul und ist a⊆ R ein Ideal, so ist M/aM ein R/a-Modul, denn
a⊆ AnnR(M/aM).

2.27 Definition. Es seiM ein endlich erzeugterR-Modul. Dann bezeichnen wir mitµ(M) := µR(M)µR(M)
die minimale Anzahl der Elemente eines Erzeugendensystems vonM alsR-Modul.

Ein Erzeugendensystem mitµ(M) Elementen heißt einminimales Erzeugendensystem.minimale
Erzeugendensysteme Ist R= K ein Körper, alsoM ein endlich erzeugterK-Vektorraum, so ist ein Erzeugendensystem

von M unverk̈urzbar genau dann, wenn es minimal ist, genau dann, wenn es eine Basis ist. Dann ist
µ(M) = dimK(M).
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Ist R kein Körper, so m̈ussen unverk̈urzbare Erzeugendensysteme, nicht minimal sein. Betrachte
(1−x,x) = (1) = K[x].
Wir wollen nun sehen, daß die Situationüber lokalen Ringen besser ist.

2.28 Definition. Ist R ein Ring, so nennt man den Durchschnitt Rad(R) aller maximalen Ideale von
RdasJacobson-RadikalvonR. Rad(R) ist ein Ideal vonR. Jacobson-Radikal

Rad(R)
2.29 Beispiel. (i) Rad(K[x1, . . . ,xn]) = (0).

(ii) Ist (R,m) ein lokaler Ring mit dem (einzigen) maximalen Idealm, so ist Rad(R) = m.

2.30 Lemma. Für ein Element a eines Ringes R sindäquivalent:

(a) a∈ Rad(R),

(b) 1−ab∈ R× für alle b∈ R.

Beweis.(a)⇒(b): Ist 1−ab /∈ R×, also(1−ab)R 6= R, so gibt es ein maximales Idealm vom R mit
1−ab∈m. Wegena∈ Rad(R)⊆m ist auchab∈m, folglich 1= (1−ab)+(ab) ∈m 6= R, Wider-
spruch. (b)⇒(a): Antithese: Es seim ein maximales Ideal vonR mit a /∈m. Dann istaR+m = R,
alsoab+ r = 1 für geeigneteb∈ R, r ∈m. Daher ist 1−ab= r ∈m keine Einheit, Widerspruch.

2.31 Bemerkung. Ist (R,m) ein lokaler Ring, so istR× = R\m.

Beweis.Es ist klar, daßm 6⊆ R×, alsoR× ⊆ R\m.

Ist umgekehrta∈ R\m, abera /∈ R×, alsoaR 6= R, so mußa im einzigen maximalen Ideal enthalten
sein, alsoa∈m, Widerspruch.

2.32 Lemma (Lemma von Nakayama (1912-1964)).Ist M ein endlich erzeugter R-Modul und
a⊆ R ein Ideal mita⊆ Rad(R), so folgt ausaM = M schon M= 0.

Beweis.Nach Voraussetzung besitztM ein minimales Erzeugendensystem{m1, . . . ,ms}. An-
tithese: s> 0. Wegen aM = M gibt es dann eine Gleichungms = ∑s

i=1aimi mit ai ∈ a, al-
so (1−as)ms = ∑s−1

i=1 aimi . Wegen as∈ a⊆ Rad(R) ist 1−as eine Einheit (nach 2.30), also
ms∈ Rm1 + . . .+Rms−1 im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalität von{m1, . . . ,ms}.

2.33 Folgerung. Ist (R,m) ein lokaler Ring,K := R/m und M ein endlich erzeugterR-Modul, so
sind für Elementem1, . . . ,ms äquivalent:

(a) M = Rm1 + . . .+Rms,

(b) die Restklassenm1, . . . ,ms∈M/mM der mi ∈M bilden ein Erzeugendensystem desK-
VektorraumesM/m.

Beweis.(a)⇒(b) klar.

(b)⇒(a) Aus M/mM = Km1 + . . .+Kms folgt für N := Rm1 + . . .+Rms aberM = N+mM, also
M/N = m · (M/N). [da (M/N)/m(M/N) = (M/N)/((N+mM)/N)∼= M/(N+mM) = 0] Aus dem
Nakayama-Lemma folgt nunM/N = 0, alsoM = N.

2.34 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von (2.33) gelten:

(a) µ(M) = dimK(M/mM),
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(b) {m1, . . . ,ms} ⊆M ist ein minimales Erzeugendensystem vonM genau dann, wenn{m1, . . . ,ms}
eineK-Basis vonM/mM ist.

(c) (Auswahlsatz) Jedes Erzeugendensystem vonM entḧalt ein minimales Erzeugendensystem. Jedes
unverk̈urzbare Erzeugendensystem ist minimal.

(d) (Erg̈anzungssatz) Elementem1, . . . ,ms∈M lassen sich zu einem minimalen Erzeugendensystem
erg̈anzen genau dann, wenn ihre Restklassenm1, . . . ,ms∈M/mM linear unabḧangigüberK sind.
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3 Noethersche Moduln

Diese Strukturen wurden 1921 von Emmy Noether eingeführt und untersucht. Sie gestatten Endlich-
keitsaussagen.

3.1 Definition. Ein R-Modul M heißtnoethersch, wenn jeder Untermodul vonM, also insbesondere
M selbst, endlich erzeugt ist.

3.2 Beispiel. Es seiR ein noetherscher Ring. Dann istR ein noetherscherR-Modul, denn die Unter-
moduln vonRsind Ideale vonR, also endlich erzeugt.

3.3 Satz. Für einen R-Modul M sind̈aquivalent:

(a) M ist noethersch,

(b) Jede aufsteigende Kette von Untermoduln M1⊆M2⊆ . . . von M wird station̈ar,

(c) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M enthält ein “⊆”-maximales Element

Beweis.Analog zu Satz (I.6.1).

Wir wollen nun weitere noethersche Moduln konstruieren. In diesem Zusammenhang führen wir eini-
ge Begriffe ein, die eine Formalisierung von Standardschlußweisen gestatten (“Diagramm-Kalkül”).

3.4 Definition. (i) Eine Folge/Sequenz vonR-Moduln undR-Modulhomomorphismen

. . .Mk−1
ϕk−1−→Mk

ϕk−→Mk+1−→ . . .

keißt einKomplex, wenn f̈ur allek∈ Z gilt ϕk ◦ϕk−1 = 0. Komplexe

Die Sequenz heißtexaktin Mk, wenn Imϕk−1 = Kernϕk. Sie heißtexakte Sequenz, wenn sie in exakte Sequenzen
allenMk, k∈ Z, exakt ist.

Eine exakte Sequenz der Form

0−→M′ −→M −→M′′ −→ 0

heißtkurze exakte Sequenz kurze exakte
Sequenzen

(ii) Ist ϕ : M→ N ein Homomorphismus vonR-Moduln, so heißtN/ Imϕ derKokernvon N. Sym- Kokern Cokernϕ
bol Cokernϕ.

3.5 Bemerkung. (i) Es gilt 0−→M′
ϕ−→M ist exakt genau dann, wennϕ injektiv ist.

M
ψ−→M′′ −→ 0 ist exakt genau dann, wennψ surjektiv ist.

(ii) Ein Homomorphismusϕ : M→ N vonR-Moduln ist surjektiv genau dann, wenn Cokernϕ = 0.

(iii) Ist M′ ein Untermodul vonM, so ist die Sequenz

0−→M′
ε−→M

π−→M/M′ −→ 0

exakt, wobei ε die Einbettung und π der kanonische Epimorphismus ist. Es ist
Cokernε = M/M′. Dies ist das “Muster”jederkurzen exakten Sequenz.

3.6 Lemma. Eine Sequenz von R-Moduln (und R-Modulhomomorphismen)

0−→M′
ϕ−→M

ψ−→M′′ −→ 0

ist exakt genau dann, wennϕ ist injektiv, ψ ist surjektiv undψ induziert einen Isomorphismus
Cokernϕ∼= M′′.
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Beweis.“⇒” Die ersten beiden Aussagen sind klar nach (3.5). Wegen Kernψ = Imϕ gibt es nach
dem Homomorphiesatz ein komm. Diagramm

M M′′

M/ Imϕ

-ψ

Q
QQs
π

�
��3α

wobeiα durchψ induziert ist und Kernα = Kernψ/ Imϕ = 0. Da mitψ auchα surjektiv ist, istα ein
Isomorphismus.

“⇐” Da ψ einen Isomorphismusα : M/ Imϕ−→M′′ induziert folgt nach dem Homomorphiesatz
Imϕ⊆ Kernψ und 0= Kernα = Kernψ/ Imϕ, also Kernψ = Imϕ. Der Rest ist klar.

3.7 Satz. Es sei

0−→M′
ϕ−→M

ψ−→M′′ −→ 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist M noethersch genau dann, wenn M’ und M”
noethersch sind.

Beweis.“⇒” Ist M′′1 ⊂M′′2 ⊂ . . . eine aufsteigende Kette von Untermoduln vonM′′, so ist
ψ−1(M′′1)⊂ ψ−1(M′′2)⊂ . . . (als Urbild) eine aufsteigende Kette von Untermoduln vonM. Diese wird
station̈ar, also auch die ursprüngliche Kette, dennψ(ψ−1(M′′i )) = M′′i , daψ surjektiv ist. Also istM′′

noethersch.

Analog induziert jede aufsteigende Kette von Untermoduln vonM′ eine aufsteigende Kette von Un-
termoduln vonM, wird also station̈ar. Also istM′ noethersch.

“⇐” Es sei M1⊂M2⊂ . . . eine aufsteigende Kette von Untermoduln vonM. Dann sind
ϕ−1(M1)⊂ ϕ−1(M2)⊂ . . . und ψ(M1)⊂ ψ(M2)⊂ . . . aufsteigende Ketten inM′ bzw. M′′. Diese
werden station̈ar. Daher wird auch die ursprüngliche Kette station̈ar, denn ausϕ−1(Mi) = ϕ−1(Mi+1)
undψ(Mi) = ψ(Mi+1) folgt Mi = Mi+1. Sei dazum∈Mi+1. Zu zeigen:m∈Mi .

Fall 1: Es seim∈ Imϕ, d.h. es gibt einm′ ∈M′ mit ϕ(m′) = m. Also m′ ∈ ϕ−1(Mi+1) = ϕ−1(Mi),
daherm= ϕ(m′) ∈Mi .

Fall 2: Sei m∈Mi+1 beliebig. Es istψ(m) ∈ ψ(Mi+1) = ψ(Mi), also gibt es einn∈Mi mit
ψ(n) = ψ(m), d.h.m−n∈ Kernψ = Imϕ. Nach Fall 1 ist alson−m∈Mi , somitm∈Mi .

3.8 Folgerung. (i) Unter- und Faktormoduln eines noetherschen Moduls sind noethersch.

(ii) Ist M noethersch undN ein zuM isomorpher Modul, so ist auchN noethersch.

3.9 Folgerung. Sind M1, . . . ,Ms, s∈N, noetherscheR-Moduln, so ist auch ihre direkte Summe⊕s
i=1Ms noethersch.

Beweis.Betrachte die Sequenz

0−→Ms
ms7→(0,...,0,ms)−→

s⊕
i=1

Mi
(m1,...,ms)7→(m1,...,ms−1)−→

s−1⊕
i=1

Mi −→ 0.

Diese ist offenbar exakt, so daß die Behauptung aus (3.7) per Induktionübers folgt.

3.10 Satz.Endlich erzeugte Moduln̈uber noetherschen Ringen sind noethersch.

Beweis.Es sei R ein noetherscher Ring, und es seiM ein R-Modul mit Erzeugendensystem
{m1, . . . ,ms}. Nach (2.20) istM isomorph zu einem Faktormodul eines endlich erzeugten freien Mo-
dulsF . HatF den Rangr, so istF ∼= Rr . Nach (3.9) istF noethersch, somit auchM (nach 3.8).
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3.11 Notation. Ein Diagramm kommutative
DiagrammeM N

P

-α

@@R
β

���
γ

von R-Modulhomomorphismen heißtkommutativ, wenn α = γ◦β, was gelegentlich durch einen
Kringel bezeichnet wird.

3.12 Bemerkung (& Notation). (i) Es seiA∈ Rp×q eine Matrix über dem RingR. Dann ist die
Abbildung

ϕA : Rq−→ Rp (r1, . . . , rq)t 7→ A(r1, . . . , rq)t

einR-Modulhomomorphismus. Wir setzen KernA, ImA, CokernA

KernA := KernϕA, ImA := ImϕA, CokernA := CokernϕA.

(ii) Es seiϕ : F −→G einR-Modulhomomorphismus zwischen freien Moduln vom Rangq bzw. p.
Es seien

{
f1, . . . , fq

}
,{g1, . . . ,gp} Basen vonF bzw.G. Dann gibt esai j ∈ Rderart, daß gilt

ϕ( f j) =
p

∑
i=1

ai j gi , i = 1, . . . ,q.

Dann heißt die MatrixA = (ai j ) ∈ Rp×q die Koordinatenmatrixvon ϕ bez̈uglich der geẅahlten Koordinatenmatrix
Basen. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

s1 f1 + . . .+sq fq F G r1g1 + . . .+ rpgp

(s1, . . . ,sq)t Rq Rp (r1, . . . , rp)t

-ϕ

6

-A

6∼=
6∼=

6

3.13 Satz. Es sei M ein endlich erzeugter Modulüber dem noetherschen Ring R. dann hat M eine
Pr̈asentationsmatrix, d.h. es existiert eine Matrix A∈ Rp×q derart, daßCokernA∼= M. Pr̈asentationsmatrix

Mit anderen Worten: Es gibt eine exakte Sequenz

Rq A−→ Rp−→M −→ 0.

Je zwei Pr̈asentationsmatrizen von M gleichen Formats sindäquivalent.

Beweis.Es sei{m1, . . . ,mp} ein Erzeugendensystem vonM. Dann ist die Abbildung

ϕ : Rp−→M, (r1, . . . , rp)t 7−→ r1m1 + . . .+ rpmp

surjektiv. Als Untermodul vonRp ist Kernϕ endlich erzeugt. Folglich gibt es einen Epimorphismus
ψ : Rq−→ Kernϕ.

Betrachte das Diagramm mit der Einbettungε undα := ε◦ψ:

Rq Rp M 0

Kernϕ

0

Q
QQsψ

-α -ϕ -

�
��3
ε

�
��3

Dann gilt Cokernα = Rp/ Imα = Rp/Kernϕ = Cokernε∼= M (3.6). Die Behauptung folgt dann al-
so, wenn wirA als eine Koordinatenmatrix vonα wählen.

Die zweite Behauptung isẗUbungsaufgabe 16.
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3.14 Definition. Eine exakte Sequenz vonR-Moduln

. . .−→ F1−→ F0−→M −→ 0,

in der F0,F1, . . . endlich erzeugte freieR-Moduln sind, heißtfreie Aufl̈osungdesR-Moduls M. Sie
heißtendliche freie Aufl̈osung, falls es einv∈N gibt mit Fi = 0 für i > v. In diesem Fall heißtv die
Längeder Auflösung.

3.15 Satz. Jeder endlich erzeugte Modul M̈uber einem Noetherschen Ring R besitzt eine freie
Auflösung.

Beweis.Wir iterieren das Argument aus (3.13): Es seiFl −→ Fl−1−→ . . .−→ F1−→ F0−→M −→ 0
eine schon gefundene exakte Sequenz, in derF0, . . . ,Fl freie R-Moduln sind. (Existenz f̈ur l = 0,1
klar nach (3.13)) Als Untermodul des Noetherschen ModulsFl ist Kernϕl endlich erzeugt, also
gibt es (2.20) einen Epimorphismusα : Fl+1−� Kernϕl , in derFl+1 ein freierR-Modul ist. Setze
ϕl+1 := ε◦α. Dann ist die Sequenz

Fl+1 Fl Fl−1 . . . F0 M 0

Kernϕl

0 0

-ϕl+1

Q
QQsα

-ϕl - - - -

�
��3

ε

Q
Q

Qs�
�

�3

exakt nach Konstruktion.

3.16 Beispiel. (i) SeiR= K[x,y] undM = R/(x,y).

Kernϕ2 = 0 R R2 R R/(x,y) 0

Kernϕ1 = R(−y,x)t (x,y)

0 0 0

- -ϕ2, (−y,x)t

?

-ϕ1,(x,y)

?

- -

�
�

�
�
��

�
�

�
�

��

@
@

@
@

@R

6 6

Es ist (r1, r2)t ∈ Kernϕ1 genau dann, wenn 0= (x,y) · (r1, r2)t = r1x+ r2y = 0, also
r1x =−r2y. Folglich gibt es einr ∈ R mit r1 = r(−y) und nach K̈urzen r2 = rx, d.h.
(r1, r2)t ∈ Kernϕ1 genau dann, wenn(r1, r2)t = (r(−y), rx)t = r(−y,x)t .
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(ii) BetrachteM = R/(x,y)2

Kernϕ2 = 0 R2 R3 R R/(x,y)2 −→ 0

Kernϕ1 = R

(
−y
x
0

)
+R

(
0
−y
x

)
(x2,xy,y2)

0 0 0

- -
ϕ2,

(−y 0
x −y
0 x

)

?

-ϕ1,(x2,xy,y2)

?

-

�
�

�
��3

�
�

�
�

��3

Q
Q

Q
Q

QQs

6
6

Ist (r1, r2)t ∈ Kernϕ2, so folgt 0= r1(−y)+ r2 ·0 =−r1y, alsor1 = 0 und 0= r10+ r2x = r2x,
alsor2 = 0, d.h. Kernϕ2 = {(0,0)t}.

Im allgemeinen sind freie Aufl̈osungen nicht endlich.̈Uber Polynomringen gilt aber folgender

3.17 Satz (Hilbertscher Syzygiensatz).Ist M ein endlich erzeugter Modulüber einem Polynomring
R, so besitzt M eine freie Auflösung der L̈ange≤ dimR.

Ohne Beweis.

Für die Betrachtung kommutativer Diagramme ist oft nützlich:

3.18 Lemma (Schlangenlemma).Es sei

0 M′ M M′′ 0

0 N′ N N′′ 0

- -α

?

ϕ′

-β

?

ϕ

-

?

ϕ′′

- -γ -δ -

ein kommutatives Diagramm. Dies induziert eine exakte Sequenz

0−→ Kernϕ′ −→ Kernϕ−→ Kernϕ′′ σ−→ Cokernϕ′ −→ Cokernϕ−→ Cokernϕ′′ −→ 0

wobeiσ durchγ−1◦ϕ◦β−1 “induziert” wird ( β−1 ist keine Abbildung). Die Abbildungσ heißtVer-
bindungshomomorphismus.

Beweis. (i) Konstruktion von σ: Es sei m′′ ∈ Kernϕ′′. Da β surjektiv ist, gibt es ein
m∈M mit β(m) = m′′. Die Kommutativiẗat liefert δ(ϕ(m)) = ϕ′′(β(m)) = ϕ′′(m′′) = 0, also
ϕ(m) ∈ Kernδ = Imγ. Setzeσ(m′′) := γ−1(ϕ(m))+ Imϕ′ ∈ Cokernϕ′.

(ii) Wohldefiniertheit von σ: Dazu sei m̃∈M mit β(m̃) = m′′. Zu zeigen:
γ−1(ϕ(m̃))− γ−1(ϕ(m)) ∈ Imϕ′. Es ist 0= β(m̃)−β(m) = β(m̃−m), also
ist m̃−m∈ Kernβ = Imα, daher m̃−m= α(m′) für ein m′ ∈M′. Es folgt

γ−1(ϕ(m̃))− γ−1(ϕ(m)) = γ−1(ϕ(m̃−m) = γ−1(ϕ(α(m′))) komm.= γ−1(γ(ϕ′(m′))) = ϕ′(m′) ∈ Imϕ′.

(iii) Die anderen Abbildungen in der Sequenz sind durchα,β,γ bzw. δ induziert. Die Exaktheit
rechnet man nach.
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4 Assoziierte Primideale, Prim̈arzerlegungen

Assoziierte Primideale eines Moduls tragen wichtige Informationenüber den Modul.

4.1 Definition. Es seiM einR-Modul.

(i) Die Menge Spec(R) der Primideale6= RvonRheißt dasSpektrumvonR.Spektrum Spec(R)

(ii) Ein Primidealp ∈ Spec(R) heißtassoziiertes PrimidealvonM, wenn es einm∈M gibt, so daßassoziierte Primideale
AssR(M) p = Annm := AnnR(Rm).

Die Menge der assoziierten Primideale vonM wird mit AssRM bzw. AssM bezeichnet.

(iii) Ist a⊆ Rein Ideal, so heißen die assoziierten Primideale in AssR(R/a) diePrimteiler vona.Primteiler

(iv) Ein Elementr ∈ R heißtNullteiler von M, wenn es einm∈M \{0M} gibt mit rm = 0, andern-(Nicht-)Nullteiler
falls Nichtnullteilerbzw.M-regulär.

(0R ist ein Nullteiler, fallsM 6= 0.)

4.2 Beispiel. Es sei R= K[x,y,z] der Polynomring in drei Variablen,a = (x2y) und
R= R/a = R/(x2y)R.

(i) Dann istxyein Nullteiler vonR, dennx := x+a 6= 0R = 0, aberxy·x = x2y = 0.

(ii) Für xy= xy+a gilt AnnR(xy) = x ·R, denn ausf ∈ AnnR(xy) folgt 0 = f (xy) = f xy, also
f xy∈ a = x2yR. Da R faktorieller Ring undx,y Primelemente vonR sind, folgt x f , also
f ∈ x ·R. Dies zeigt AnnR(xy)⊆ xR, aber die umgekehrte Inklusion ist klar.

(iii) Da x ein Primelement ist, istxRein Primideal vonR, also ist(x) = xR∈ AssR(R).

(iv) Analog ergibt sich AnnR(x2) = yR= (y) ∈ AssR(R/a). Somit sind(x) und (y) Primteiler von
a = (x2y) = (x2)∩ (y).

(v) z ist R-regul̈ar, denn f̈ur f := f +a ∈ R folgt aus0 = zf = z f, alsoz f ∈ a = (x2y), somitx2y f ,

daherf = 0.

4.3 Satz. Es sei R ein noetherscher Ring, und es sei M6= 0 ein R-Modul. Dann gilt:

(a) Jedes maximale Element der Familie von Idealen

F := {AnnR(m) |m∈M \{0}}
ist ein assoziiertes Primideal von M. Insbesondere istAssR(M) 6= 0.

(b) Die Menge aller Nullteiler von M ist die Vereinigung aller assoziierter Primideale von M.

Beweis. (a) Es sei AnnR(m) ∈ F ein maximales Element vonF . Zu zeigen: AnnR(m) ist ein Prim-
ideal.

Dazu seiena,b∈ R mit a·b∈ AnnR(m) und b /∈ AnnR(m). D.h. abm= 0, aber bm 6= 0.
Wegen AnnR(m)⊆ AnnR(bm) folgt aus der Maximaliẗat die Gleichheit, also insbesondere
a∈ AnnR(bm) = AnnR(m).

DaRnoethersch ist, enthält F maximale Elemente, somit ist AssR(M) 6= 0.

(b) Ist am= 0 für a∈ R und m∈M \{0}, so ist a∈ AnnR(m) ∈ F . Nach (a) existiert ein
p ∈ AssR(M) mit AnnR(m)⊆ p.
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4.4 Lemma. Ist M ein R-Modul und m∈M, so gilt f̈ur den Untermodul Rm von M:

Rm∼= R/AnnR(m)
als Untermoduln.

Beweis.Durch a 7−→ am wird ein Epimorphismus ϕ : R−→ Rm definiert. Offenbar ist
Kernϕ = AnnR(m). Somit liefert der Homomorphiesatz die Behauptung.

4.5 Lemma. Es sei N6= 0 ein Untermodul des R-Moduls M. Gibt es ein Primidealp von R mit
N∼= R/p (als R-Modul), so giltAnnR(n) = p für alle n∈ N\{0} und insbesonderep ∈ AssR(M).

Beweis.Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismusϕ : R/p−→ N. Es seim := ϕ(1R/p). Dann
folgt N = Rm und AnnR(m) = p. Zu jedemn∈ N\{0} gibt es eina∈ R mit n = a·m. Somit ist
p = AnnR(m)⊆ AnnR(n). Gäbe es einb∈ AnnR(n)\p, so folgteabm= 0, aberbm 6= 0, somit wegen
ab∈ p undb /∈ p abera∈ p, d.h.n = am= 0, im Widerspruch zun 6= 0.

4.6 Satz. Es sei

0−→M′
ϕ−→M

ψ−→M′′ −→ 0

eine kurze exakte Sequenz. Dann gilt

AssM′ ⊆ AssM ⊆ AssM′∪AssM′′.

Beweis.Die erste Inklusion ist klar wegen Lemma (4.5). Wir zeigen nun die zweite: Es sei
p ∈ AssM. Somit gibt es einm∈M mit p = AnnR(m) und für N = Rm gilt N∼= R/p (nach
(4.4)). Ist ϕ(M′)∩N 6= 0, so gibt es einm′ ∈M′ mit n := ϕ(m′) ∈ N\{0}. Nach (4.5) folgt
p = AnnR(n) = AnnR(m′), alsop ∈ AssM′

Ist ϕ(M′)∩N = 0, d.h. Kernψ∩N = 0, so folgt aus dem Homomorphiesatz
ψ(N)∼= N/Kernψ∩N = N∼= R/p. Wegen (4.5) ergibt sich alsop ∈ AssM′′.

4.7 Lemma. Es sei M ein endlich erzeugter Modulüber dem noetherschen Ring R mit M6= 0. Dann
gibt es eine Kette von Untermoduln0 = M0 ( M1 ( M2 ( . . . ( Mn = M derart, daß f̈ur i = 1, . . . ,n
gilt M i/Mi−1

∼= R/p für einp ∈ Spec(R).

Beweis.Wir wählen einp1 ∈ AssR(M). Dann gibt es einen UntermodulM1 von M mit M1
∼= R/p1,

dennp1 = AnnR(m), also istRm∼= R/p1. Ist M 6= M1, so ẅahlen wir einp2 ∈ AssR(M/M1). Dann
existiert ein UntermodulM2 von M mit M2/M1

∼= R/p2. Auf diese Weise kann man jede Kette
0 = M0 ( M1 ( M2 ( . . . ( Mk mit Mi/Mi−1

∼= R/pi durch einen ModulMk+1 “verlängern”, falls
Mk 6= M. Da M noethersch ist, wird jede aufsteigende Kette stationär. Daraus folgt die Behaup-
tung.

4.8 Satz.Ist M ein endlich erzeugter Modulüber dem noetherschen Ring R, so ist die MengeAssR(M)
endlich.

Beweis.Sei 0= M0 ( M1 ( M2 ( . . . ( Mn = M eine Kette von Untermoduln mitMi/Mi−1
∼= R/pi ,

pi ∈ Spec(R), i = 1, . . . ,n. Wegen AssR(R/pi) = {pi} (nach (4.5)) folgt durch Anwendung
von (4.6) auf 0−→Mi−1−→Mi −→ R/pi −→ 0 aber AssR(Mi)⊆ AssR(Mi−1)∪{pi}, also
AssR(M)⊆ {p1, . . . ,pn}.

4.9 Folgerung. Ist a⊆ Rein Ideal des noetherschen RingesR, so ist die Menge der Primteiler vona
endlich.

Beweis. R/a ist alsR-Modul durch 1+a erzeugt. Daher ist AssR(R/a) endlich.
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4.10 Definition. Es seiN ein Untermodul desR-ModulsM. Dann heißtN ein primärer Untermodulprimäre Untermoduln
von M, wennN 6= M undM/N genau ein assoziiertes Primideal hat. Istp dieses Primideal, so heißt
N auchp-primär oder zup geḧorig.p-primär

4.11 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist der Durchschnitt endlich vielerp-primärer
Untermoduln eines R-Moduls M wiederp-primär.

Beweis.Es gen̈ugt, dies f̈ur zwei p-rimäre UntermodulnN1,N2⊆M zu beweisen. Dann ist
M/N1∩N2 6= 0, also∅ 6= AssR(M/N1∩N2) nach (4.3). Wir betrachten die exakte Sequenz

0−→ N1/N1∩N2−→M/N1∩N2−→M/N1−→ 0.

Mit (4.6) ergibt sich dann wegenN1/N1∩N2
∼= (N1 +N2)/N2

∅ 6= AssR(M/N1∩N2)⊆ AssR(N1 +N2/N2)∪AssR(M/N1)
(4.6)
⊆ AssR(M/N2)∪{p}= {p} .

Also ist AssR(M/N1∩N2) = {p}.

4.12 Definition. Ein UntermodulN des R-Moduls M heißt irreduzibel (in M), wenn gilt: IstIrreduzibilität
N = U1∩U2 für UntermodulnU1,U2 vonM, so folgtN = U1 oderN = U2.

4.13 Lemma. Ist R noethersch und ist N6= M ein irreduzibler Untermodul von M, so ist N primär.

Beweis. (i) N ist irreduzibel inM genau dann, wenn der Nullmodul inM/N irreduzibel ist.

(ii) WegenM/N 6= 0 ist AssR(M/N) 6= ∅.

(iii) Antithese: Es seienp1,p2 verschiedene Primideale in AssR(M/N). Dann gibt es inM/N Un-
termodulnU1,U2 mit U1

∼= R/p1 undU2
∼= R/p2 nach (4.4). F̈ur x∈U1∩U2 mit x 6= 0 folgte

AnnR(x) = p1 und AnnR(x) = p2; Widerspruch. Somit istU1∩U2 = 0. Da(0) in M/N irredu-
zibel ist (nach (i)) folgtU1 = 0 oderU2 = 0; Widerspruch.

Also hat AssR(M/N) genau ein Element.

4.14 Definition. Eine Primärzerlegung eines UntermodulsN ( M ist eine DarstellungPrimärzerlegung
N = Q1∩ . . .∩Qs, wobeis∈N undQ1, . . . ,Qs primäre Untermoduln vonM sind.

Sie heißtreduziertePrimärzerlegung, wenn giltreduzierte
Primärzerlegung

(i)
⋂

i 6= j Q j 6⊂Qi für i = 1, . . . ,s,

(ii) ist Qi pi-primär, so istpi 6= p j für i 6= j.

Die dann auftretenden ModulnQ1, . . . ,Qs heißenPrimärkomponentendieser Zerlegung vonN.Primärkomponenten

4.15 Satz (Existenz einer reduzierten Prim̈arzerlegung). Es sei R ein noetherscher Ring und es sei
M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann besitzt jeder Untermodul N( M eine reduzierte Prim̈arzer-
legung.

Beweis.Analog zu (I.7.17).

4.16 Beispiel.Es seiR ein faktorieller Ring und 16= a∈ R. Ist a = εpk1
1 · · · pks

s eine Primfaktorzerle-
gung vona in paarweise nicht assoziierte irreduzible Elementep1, . . . , ps mit ε ∈ R×, ki ∈N, so ist
(a) = (pk1

1 )∩ . . .∩ (pks
s ) eine Prim̈arzerlegung des Hauptideals(a).
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4.17 Satz (1. Eindeutigkeitssatz).Ist R noethersch, und ist N( M ein Untermodul mit einer redu-
zierten Prim̈arzerlegung N= Q1∩ . . .∩Qs, wobei Qi pi-primär sei, so istAssR(M/N) = {p1, . . . ,ps}.
Die in einer reduzierten Prim̈arzerlegung von N auftretenden Primideale sind durch M und N ein-
deutig bestimmt.

Beweis.Es seiUi :=
⋂

j 6=i Q j , alsoN = Ui ∩Qi undUi 6= N.

“⊇” Es folgt aus dem Isomorphiesatz(0) 6= Ui/N = Ui/Ui ∩Qi
∼= (Ui +Qi)/Qi ⊆M/Qi , al-

so ∅ 6= AssR(Ui/N)⊆ AssR(M/Qi) = {pi} und somit {pi}= AssR(Ui/N)
(4.6)
⊆ AssR(M/N), also

{p1, . . . ,ps} ⊆ AssR(M/N)
“⊆” Durch Induktion nach s: s= 1, klar. s> 1, dann Ui =

⋂
j 6=i Q j ist eine reduzierte

Primärzerlegung vonUi , also nach Induktionsvoraussetzung AssR(M/Ui) =
{

p j
∣∣ j 6= i

}
. Wegen

M/Ui
∼= (M/N)/(Ui/M) ergibt sich nach (4.6) aus 0−→Ui/N−→M/N−→M/Ui −→ 0, daß

AssR(M/N)⊆ AssR(Ui/N)∪AssR(M/Ui) = {pi}∪{pi | i 6= j}.

4.18 Lemma. Es sei M ein endlich erzeugter Modulüber dem noetherschen Ring R. Dann gilt√
AnnM =

⋂
p∈AssM

p.

Beweis.“⊆” Es seia∈
√

AnnM, d.h.akM = 0 für eink∈N. Dann folgt f̈ur allep = Annm∈ AssM
mit m∈M wegenakM = 0 aberak ∈ p, alsoa∈ p.

“⊇” Sei a /∈
√

AnnM und es seiM = Rm1 + . . .+Rms. Gäbe eski ∈N mit aki mi = 0, so ẅare f̈ur
k := max{k1, . . . ,ks} aberakM = 0; Widerspruch. Also gibt es einm∈M derart, daßakm 6= 0 für alle
k∈N. Unter allen solchen Elementenm wähle eines, etwax, mit maximalem Annulatorp := Annx.

(i) Per Definition vonx gilt dannak /∈ p für allek∈N

(ii) p ist ein Primideal, denn giltbc∈ p für b,c∈ R, so folgt bcx= 0, also c∈ Ann(bx)
(⊇ Annx = p).

Fall 1: Ist akbx 6= 0 für alle k∈N, so folgt aus der Maximalität von p = Annx schon
Ann(bx) = Annx, alsoc∈ p.

Fall 2: Es sei akbx= 0 für ein k∈N. Dann ist b∈ Ann(akx). Wegen a j /∈ Annx = p
für alle j ∈N folgt a j /∈ Ann(akx), daher aus der Maximalität von p = Annx aber
b∈ Ann(akx) = Annx = p.

Aus (i) und (ii) folgtm f p∈ AssM unda /∈ p.

4.19 Folgerung (Kriterium f ür Prim ärmoduln). Es seiM ein endlich erzeugter Modulüber dem
noetherschen RingR. Dann gilt

(a) Ein UntermodulN⊆M ist primär genau dann, wenn für allea∈ R,m∈M gilt

(2) am∈ N∧m /∈ N =⇒∃k∈N : akM ⊆ N.

(b) IstN einp-rimärer Untermodul vonM, so istI := Ann(M/N) einp-primäres Ideal.

(c) Ein Idealq⊆ R ist ein prim̈arer Untermodul vonRgenau dann, wennq ein Prim̈arideal ist.

Beweis. (a) “⇐” Ist p ∈ Ass(M/N), so sind allea∈ p Nullteiler von M/N (4.3), also gibt es zu
a∈ p einm∈M \N mit a(m+N) = 0, d.h.am∈ N. Mit (2) ergibt sicha∈

√
I :=

√
Ann(M/N),

somit p⊆
√

I . Nach (4.18) gilt
√

I =
⋂

p′∈Ass(M/N) p
′ ⊆ p. Also folgt p =

√
I und somit

Ass(M/N) = {p}. Daher istN ein primärer Untermodul.
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“⇒” Ist Ass(M/N) = {p}, so folgt f̈ur jeden Nullteilera∈ R von M/N nach (4.3)a∈ p, also
wegen (4.18)ak ∈ I = Ann(M/N) für eink∈N. Somit ist (2) erf̈ullt.

(b) Es seiena,b∈ R mit ab∈ I , aberb /∈ I , d.h. ab(M/N) = 0, aberb(M/N) 6= 0. Somit ista ein
Nullteiler vonM/N, alsoa∈ p (nach (4.3)). Aberp =

√
I (4.18), d.h.,I ist einp-primäres Ideal.

(c) Folgt durch Vergleich von (2) mit Definition (I.7.5).

4.20 Bemerkung. Für ein Ideala⊆ Rstimmen die Definitionen der Prim̈arzerlegung in (I.7.16) und
(4.11) überein. Insbesondere sind die Primteiler vona genau die im Sinne von Definition (I.7.21)
assoziierten Primideale vona. Diese Definition werden wir k̈unftig nicht mehr verwenden.

Beispiel: R= K[X], q = (X2). AssR(R/q) = {(x)}, aber AssR(q) = {0}, daR Integriẗatsring.

4.21 Bemerkung. Ist M ein endlich erzeugter Modul̈uber dem noetherschen RingR, und
ist 0M = Q1∩ . . .∩Qs, wobei {pi}= Ass(M/Qi) die Prim̈arzerlegung des Nullmoduls, so ist
AssR(M) = {p1, . . . ,ps}.

Beweis.Dies folgt aus dem ersten Eindeutigkeitssatz (4.17).

4.22 Definition. Es seiN ein Untermodul vonM mit reduzierter Prim̈arzerlegungN = Q1∩ . . .∩Qs,
Ass(M/Qi) = {pi}. Dann heißen die minimalen Elemente in{p1, . . . ,ps} isolierte Primidealevonisolierte Primideale
M/N und die entsprechendenQi isolierte Prim̈arkomponentenvon N. Die verbleibenden Primidealeisolierte

Primärkomponenten bzw. Prim̈arkomponenten heißeneingebettet.
eingebettete

Primärkomponenten 4.23 Beispiel. Im PolynomringK[x,y] gilt (x2,xy) = (x)∩ (x2,y) = (x)∩ (x2,x+y). Dabei ist(x)
ein isoliertes Primideal und(x2,y) bzw. (x2,x+y) sind eingebettete Prim̈arideale, die zum Prim-
ideal (x,y) geḧoren. Der Name “eingebettet” erklärt sich geometrisch: Es istV(x2,y)⊆V(x) und
V(x2,x+y)⊆V(x).

4.24 Satz (2. Eindeutigkeitssatz).Es sei N ein Untermodul von M mit reduzierter Primärzerlegung
N = Q1∩ . . .∩Qs. Dann sind die isolierten Prim̈arkomponeneten von N eindeutig durch M und N
bestimmt (d.h. unabhängig von der geẅahlten Prim̈arzerlegung von N.)

Obacht:Die analoge Aussage ist falsch für eingebettete Prim̈arkomponenten.

Beweis.Dies beweist man mit Hilfe der Lokalisierung von Moduln und soll hier nicht gezeigt wer-
den.

4.25 Definition. Die Krull-DimensiondimR eines RingesR ist das Supremum der Längenn derKrull-Dimension
dimR Primidealketten

p0 ( p1 ( . . . ( pn

in Spec(R).
Die Höhe h(p) eines Primidealsp ∈ Spec(R) ist das Supremum der Längen aller Ketten mitpn = p.

Die Höheeines beliebigen Idealsa ( R ist h(a) := inf {h(p) | p ∈ SpecR, a⊆ p}Höheh(a)

4.26 Beispiel. (i) Im PolynomringR= K[x0, . . . ,xn] hat man die Primidealkette

(0) ( (x0) ( (x0,x1) ( . . . ( (x0, . . . ,xn).
Daraus folgt dimR≥ n+1. Es ist dimR= n+1 undh(x0, . . . ,xi) = i +1. (Ohne Beweis)

(ii) Es ist dimZ= 1 undh(0) = 0, und f̈ur jede Primzahlp∈ Z gilt h(p) = 1.

(iii) Ist Rein Integriẗatsring, so ist dimR= 0 genau dann, wennRein Körper ist.
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Beweis.Im Integriẗatsring ist(0) ein Primideal.

4.27 Lemma. Es seia⊆ R ein Ideal. Dann gilt

(a) Ist R noethersch, so gelten

h(a) = min{h(p) | p ∈ AssR(R/a)} und dim(R/a) = max{dimR/p | p ∈ AssR(R/a)} .
Insbesondere istdimR/a = dimR/

√
a.

(b) dimR/a+h(a)≤ dimR

Beweis. (a) Es seiP∈ SpecR ein Primideal mita⊆ P. Wegen
⋂

p∈Ass(R/a) p =
√

a⊆
√

P = P gibt
es einp ∈ Ass(R/a) mit p⊆ P. Damit folgth(a) = min{h(p) | p ∈ AssR(R/a)}.
Ist p0 ( p1 ( . . . ( ph eine Primidealkette inR/a, so erhalten wir verm̈oge des kanonischen Epi-
morphismusπ : R−→ R/a eine Primidealkettea ( π−1(p0) ( π−1(p1) ( . . . ( π−1(ph) und ein
p ∈ Ass(R/a) mit p⊆ π−1(p0). Dann istπ−1(p0)/p ( π−1(p1)/p ( . . . ( π−1(pn)/p eine Prim-
idealkette inR/p. Dies zeigt dimR/a≤ dimR/p.

Umgekehrt liefert jede Primidealkette inR/p, wobeip ∈ Ass(R/a), eine Primidealkette inR/a
gleicher L̈ange.

Dies zeigt dimR/p≤ dimR/a.

(b) Ist mit obigen Bezeichnungenq0 ( q1 ( . . . ( qs = p := π−1(p0) eine Primidealkette inR, so er-
halten wir daraus eine Primidealketteq0 ( . . . ( qs = π−1(p0) ( . . . ( π−1(pn) der Länges+n.
Daraus folgt dimR≥ n+h(a), also schließlich dimR≥ dimR/a+h(a).

4.28 Definition. Eine Primidealkettep0 ( p1 ( . . . ( ps ( Rheißtmaximal, wenn sie nicht durch ein maximale
Primidealkettenp ∈ SpecRverlängert werden kann, d.h., wenn für jedesp ∈ Spec(R) die Bedingungenp ( p0, ps ( p

undpi ( p ( pi+1 verletzt sind.

Noethersche Ringe m̈ussen nicht endliche Krull-Dimension haben. Ferner kann es in noetherschen
Integriẗatsringen maximale Primidealketten verschiedener Länge geben. Im geometrischen Kontext
ist die Situation besser.

4.29 Satz.Es sei A= K[x1, . . . ,xn]/a. Sindp,q ∈ SpecA Primideale mitp⊆ q, so haben alle maxi-
malen Primidealkettenp = p0 ( p1 ( . . . ( pl = q die gleiche L̈ange l, n̈amlichdimA/p−dimA/q.

Zusatz:Ist A ein Integriẗatsring, so gilt f̈ur jedes Ideal I von A:dimA = h(I)+dim(A/I).

Beweis.Es sei 0= q0 ( . . . ( qt eine Primidealkette in A/q maximaler L̈ange
t = dimA/q≤ n = dimK[x1, . . . ,xn]. Es seiπ : A−→ A/q der kanonische Epimorphismus. Dann ist
0 = p0/p⊆ p1/p⊆ . . .⊆ pl/p = q/p = π−1(q0)/p⊆ π−1(q1)/p⊆ . . .⊆ π−1(qt)/p eine Primideal-
kette inA/p der Längel + t = l +dimA/q, also dimA/p≥ l +dimA/q.

Die Umkehrungl ≥ dimA/p−dimA/q verlangt sẗarkere Hilfsmittel (Siehe etwa Kunz: “Einführung
in die kommutative Algebra und algebraische Geometrie”)

Zusatz:Mit p = (0) folgt für alle q ∈ SpecA, daßh(q) = dimA−dimA/q. Die Behauptung ergibt
sich daher aus Lemma (4.27).

4.30 Bemerkung. Es istA/I ∼= K[x1, . . . ,xn]/J für ein IdealJ⊆ K[x1, . . . ,xn] =: R

Beweis. J:= π−1(I), dann istI = J/a und somitA/I ∼= (R/a)/J/a∼= R/J
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4.31 Definition. Es seiM ein R-Modul. Dann nennt man dimM := dimRM := dimR/AnnR(M) die
(Krull-)DimensionvonM.Krull-Dimension

dimRM
Ist F ein freierR-Modul, so ist dimF = dimR, denn AnnR(R) = 0 wegen 1∈ R.

4.32 Lemma. Hat der R-Modul M die Pr̈asentationsmatrix A∈ Rp×q, so istdimM = dimR/Ip(A).

Beweis.Es gilt (ohne Beweis)
√

Ip(A) =
√

AnnM. Also folgt die Behauptung aus

dimM = dimR/AnnM
4.27= dimR/

√
AnnM.

4.33 Beispiel.Es seiR= K[x,y,z]. Dann gilt f̈ur A = (x,y)t , B =
(

x z
y x

)
aber dim(CokernA) =

dimR = 3, da I2(A) = 0, und dim(CokernB) = dimR/I2(B) = dimR/(x2−yz) = 2, dax2−yz ein
homogener Nichtnullteiler vonR ist.

4.34 Lemma. Ist M ein endlich erzeugter Modul̈uber dem noetherschen Ring R, so gilt
dimM = max{dimR/p | p ∈ AssR(M)}.

Beweis.Wegen AnnR(M) =
⋂

p∈AssR(M) p folgt die Behauptung aus (4.27).

4.35 Lemma. Es sei0−→M′ −→M −→M′′ −→ 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt

(a) dimM ≥max{dimM′,dimM′′}.

(b) Ist R noethersch, und sind M,M′,M′′ endlich erzeugt, so giltdimM = max{dimM′,dimM′′}.

Beweis. (a) Nach Übungsaufgabe 13 ist AnnM′ ⊇ AnnM, also dimM′ ≤ dimM, und auch
AnnM ⊆ AnnM′′, also dimM′′ ≤ dimM.

(b) Wegen AssM ⊆ AssM′∪AssM′′ folgt nach (4.34) dimM ≤max{dimM′,dimM′′}, also folgt
die Behauptung mit (a).

4.36 Satz (Krullscher Hauptidealsatz). Ist R ein noetherscher Ring und ista ( R ein Ideal, so gilt
für jedenminimalenPrimteilerp vona

h(p)≤ µ(a),
also insbesondere h(a)≤ µ(a).

Beweis.Für die erste Behauptung sei wieder auf Kunz, Theorem V.3.4 verwiesen. Die zweite Be-
hauptung folgt aus der ersten wegen Lemma (4.27).

4.37 Folgerung. Ist a∈ R\R× ein Nichtnullteiler des noetherschen RingesR, so hat jeder minimale
Primteiler von(a) = aRdie Höhe 1.

Beweis.Nach Definition (4.36) gilth(p)≤ 1. Als Nichtnullteiler ista aber in keinem assoziierten
Primideal vonRenthalten.

4.38 Bemerkung. Ist Rein noetherscher Ring, so sind für p ∈ SpecR äquivalent:

(i) p ist ein Primideal der Ḧohe null,

(ii) p ist ein isoliertes Primideal von(0R),

(iii) p ist ein minimales Primideal vonR.
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4.39 Definition. Ein Ideala ( R des noetherschen RingesR heißtvollständiger Durchschnitt, wenn vollständige
Durchschnitteh(a) = µ(a).

Ein SchemaS⊆An bzw.S⊆Pn heißtvollständiger Durchschnitt, wenn sein IdealIS ein vollsẗandi-
ger Durchschnitt ist.

4.40 Beispiel. (i) Jeder Punkt, jede Gerade imPn ist ein vollsẗandiger Durchschnitt, denn
für a = (x0,x1, . . . ,xk) gilt µ(a) = k+1 und(0) ( (x0) ( (x0,x1) ( . . . ( (x0, . . . ,xk) = a, also

k+1≤ h(a)
4.36
≤ µ(a)≤ k+1. Somit gilt Gleichheit.

(Alternativ:R= K[x0, . . . ,xn], h(a) = dimR−dimR/a = n+1−dimK[xk+1, . . . ,xn] = k+1)

(ii) a = (x3
0,x

2
1) ist ein vollsẗandiger Durchschnitt der Ḧohe 2, denn µ(a)≤ 2 und

dimR/a = dimR/
√

a = dimR/(x0,x1) = n−1, alsoh(a) = dimR−dimR/a = 2.

Eine partielle Umkehrung zum Krullschen Satz liefert

4.41 Folgerung. Ist R noethersch und istp ∈ SpecR ein Primideal der Ḧohec, so istp minimaler
Primteiler eines vollsẗandigen Durchschnitts der Höhec.

Beweis.Per Induktionüber 0≤ s≤ c konstruieren wir Ideale(a1, . . . ,as)⊆ p der Höhes.

s= 0 ist klar. Ists> 0, und hat(a1, . . . ,as−1)⊆ p die Höhe s−1, so istp nach (4.36) in keinem
minimalen Primteiler von(a1, . . . ,as−1) enthalten. Nach dem “Primidealvermeidungslemma” gibt
es also einas∈ p, das in keinem minimalen Primteiler von(a1, . . . ,as−1) enthalten ist. Es folgt
h(a1, . . . ,as−1,as)≥ s, also Gleichheit nach (4.36)

4.42 Folgerung. Ist (R,m) ein noetherscher lokaler Ring endlicher Dimension, und ista∈m in
keinem minimalen Primideal vonRenthalten, so gilt dimR/aR= dimR−1.

Beweis.Es seid = dimR. Nach Voraussetzung isth(aR)≥ 1. Wegen Krull folgth(aR) = 1. Aus
d = dimR≥ h(aR)+dimR/aR folgt dimR/aR≤ d−1. Da m das einzige maximale Ideal ist,
ist h(m) = dimR= d. Wegena∈m und h(aR) = 1 gibt es wie im Beweis von (4.41) Elemen-
te a1 := a,a2, . . . ,ad ∈m mit h(a1, . . . ,ai) = i für i = 1, . . . ,d. Folglich gibt es minimale Prim-
teiler pi von (a1, . . . ,ai), so daß wir eine KetteaR⊂ p1 ( p2 ( . . . ( pd = m, haben. Also ist
p1/aR( p2/aR( . . . ( pd/aReine Primidealkette in Spec(R/aR), somit dimR/aR≥ d−1.

4.43 Folgerung. (i) Ohne die Voraussetzunglokal kann dimR/aR< dimR−1 gelten.

(ii) Die Folgerung pr̈azisiert die Vorstellung, daß die Hinzunahme einer Gleichung die Dimension
um eins verringert.

Beispiel:Es seiS⊆P3 definiert durchIS = (x0,x1)∩ (x1,x2,x3) (Gerade∪ Punkt) undF die
durch f = x2

0 +x2
1 +x2

2 definierte Hyperfl̈ache. Dann hatS∩F die Dimension null, denn mit
R= K[x0,x1,x2,x3] folgt mit

dim[(R/IS)/ f · (R/IS)] = dimR/IS+ f ·R= dimR/IS−1 = 2−1 = 1,

daß dimS∩F = dimR/(IS+ f ·R)sat−1 = dim[R/IS+ f ·R]−1 = 0.

S∩F nennt man denHyperfl̈achenschnittvonSmit F . Hyperflächenschnitt

Es gilt auch dim
[
S∩V(x2

1 +x2
2)

]
= 0, denn

√
IS+gR=

√
(x0,x1,g)∩

√
(x1,x2,x3,g) =

(x0,x1,x2)∩ (x1,x2,x3) und dimR/IS+gR= dimR/
√

IS+gR= 1.

4.44 Folgerung. Es sei a 6= R ein homogenes Ideal vonR= K[x0, . . . ,xn]. Ferner sei
f ∈m = (x0, . . . ,xn) ein homogenes Ideal, das in keinem minimalen Primteiler vona enthalten ist.
Dann gilt

dimR/a+ f R= dimR/a+1.
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Beweis.Setze A := R/a. Da A graduiert ist, gibt es eine Kettehomogener Primideale
p0 ( p1 ( . . . ( pd = m in R/a, wobeid = dimR/a (ohne Beweis). Es folgth(m) = d. Daher ergibt
sich die Behauptung wie in (4.42).



Algebraische Geometrie II Sommersemester 2001
Vorläufige
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5 Graduierte Moduln

Für das Studium projektiver Schemata ist die Betrachtung graduierter Moduln wesentlich.

5.1 Definition. Ein graduierter Ring Aist ein Ring (wie immer kommutativ mit 1) und eine Familie graduierte Ringe
(Ak)k∈Z von Untergruppen von(A,+), so daß gilt

(i) A =
⊕

k∈ZAk

(ii) Ai ·A j ⊆ Ai+ j für alle i, j ∈ Z.

Ein graduierter A-Modulist ein Modulüber dem graduierten RingA, der (alsZ-Modul) eine Zerle- graduierte Moduln
gungM =

⊕
k∈ZMk besitzt derart, daßAi ·M j ⊆Mi+ j .

Elemente inMk heißenhomogene Elementevom Gradk, die Elemente inAk auchk-Formen. Für homogene Elemente,
k-Formenm∈Mk schreibt man degm= k. Jedes Elementm∈M läst sich (in eindeutiger Weise) schreiben als

m= ∑k∈Zmk mit mk ∈Mk. Dann nennt manmk diehomogene Komponente k-ten Grades von m. homogene
Komponenten

5.2 Beispiel. (i) Der PolynomringA = R[x0, . . . ,xn] über einem RingR ist graduiert: Die homoge-
nen Elemente vom Gradk sind die homogenen Polynomek-ten Grades∑ν0+...+νn=k rνxν0

0 · · ·xνn
n ,

mit rν ∈ R. Es gilt also degr = 0 für alle r ∈ R und degxi = 1. Diese Graduierung nennt man
dieStandardgraduierungvonR[x0, . . . ,xn]. Standardgraduierung

(ii) Ist A ein graduierter Ring, so istAk ein graduierterA-Modul mit

(Ak)i :=
{

(a1, . . . ,ak)t ∈Ak
∣∣∣ dega1 = . . . = degak = i

}
.

5.3 Bemerkung. (i) 0A,0M sind homogen von jedem Grad.

(ii) A0 ist ein Unterring vonA, daA0 ·A0⊆ A0 und 1A ∈ A0, denn ist 1= ∑k∈Zak,ak ∈ Ak, so folgt
für alle homogenen Elementeb∈ A ausb = b·1A = ∑k∈Zbak durch Gradvergleichb = ba0 und
analogb = a0b, also mußa0 = 1A ∈ A0 gelten.

(iii) Ak und Mk sind A0-Moduln. Insbesondere ist jeder graduierte RingA eine A0-Algebra. Die
ZerlegungM =

⊕
k∈ZMk ist eine direkte Summe vonA0-Moduln.

5.4 Definition. Ein UntermodulN des graduiertenA-ModulsM heißtgraduierter Untermodul, falls
N =

⊕
k∈ZNk ein graduierterA-Modul ist mit Nk ⊆Mk für allek∈ Z.

5.5 Lemma. Für einen Untermodul N des graduierten A-Moduls M sindäquivalent:

(a) N ist ein graduierter Untermodul,

(b) N besitzt ein Erzeugendensystem, das nur aus homogenen Elementen besteht,

(c) Für alle m∈M gilt: Ist m = ∑k∈Zmk ∈ N die Zerlegung in homogene Komponenten, so gehören
allehomogenen Komponenten mk ∈Mk zu N.

(d) M/N ist ein graduierter A-Modul mit der Graduierung[M/N]k := (Mk +N)/N

Beweis.“(a)⇔(c)” folgt aus der Definition (5.4). (N =
⊕

k∈Z (N∩Mk)︸ ︷︷ ︸
Nk

)

“(b)⇒(c)” Es sei{mλ}λ∈Λ ein Erzeugendensystem vonN mit mλ ∈ Adλ ,dλ ∈ Z. Es seim∈ N. Dann
gibt esaλi

∈ A mit m= ∑s
i=1aλi

mλi
und Zerlegungen in homogene Komponentenaλi

= ∑k∈Z(aλi
)k.

Es folgt

m= ∑
k∈Z

mk mit mk =
s

∑
i=1

(aλi
)k−dλi

·mλi
∈Mk∩N.
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“(c)⇒(b)” Ist E ein Erzeugendensystem vonN, so ist auch die Menge aller homogenen Komponenten
von Elementen ausE ein Erzeugendensystem von N.

“(d)⇒(c)” Ist n = ∑k∈Znk ∈ N,nk ∈ Nk, so gilt in M/N für die Restklassen: 0= n = ∑k∈Znk mit
nk := (nk +N)/N, alsonk = 0, d.h.nk ∈ N

“(c)⇒(d)” Aus der Definition folgtA j · (M/N)k ⊆ (M/N) j+k undM/N = ∑k∈Z(M/N)k. Zu zeigen
bleibt, daß aus 0M/N = ∑k∈Zmk,mk = (mk +N)/N ∈ (M/N)k folgt, daßmk = 0M/N, d.h.mk ∈ N.

Wegen 0M/N = ∑k∈Zmk folgt aber∑k∈Zmk ∈ N, also wegen (c)mk ∈ N.

5.6 Bemerkung. Es seiM ein graduierterA-Modul.

(i) Die graduierten Untermoduln vonA sind gerade die homogenen Ideale vonA.

(ii) Ist N ein graduierter Untermodul vonM, so wird M/N stets als graduierter Modul mit der
in (5.5 (d)) definierten Graduierung betrachtet. Analoges gilt für die Graduierung vonA/a für
homogene Idealea⊆ A. Insbesondere ist dannA/a ein graduierterA-Modul.

(iii) Summe und Durchschnitt graduierter Untermoduln vonM sind wieder graduiert. (Vgl.̈Ubung
31)

5.7 Satz. Ist M ein graduierter A-Modul, so ist jedes assoziierte Primidealp von M homogen. Ferner
gibt es ein homogenes Element m∈M mit p = Annm.

Beweis.Wegenp ∈ AssM gibt es einm∈M mit Annm= p. Es seim= mk + . . .+ml die Zerlegung
in homogene Komponenten. Es seia∈ p mit der Zerlegunga = ap + . . .+aq in homogene Kompo-
nenten. Ausam= 0 folgt

ap ·mk = 0

ap+1 ·mk +ap ·mk+1 = 0

...
...

ap ·ml + . . .+ap+l−k ·mk = 0

...
...

aq ·ml = 0.

Induktiv ergibt sichapmk = 0,a2
pmk+1 = 0, . . . ,al−k+1

p ml = 0, alsoal−k+1
p ·m= 0, d.h. al−k+1

p ∈ p,
folglich ap ∈ p. Iteration dieses Schlusses liefert wegen(a−ap) ·m= 0 schrittweiseap+1, . . . ,aq ∈ p.
Gem̈aß (5.5 (c)) ist daherp homogen.

Ferner ergibt sichp ·mi = 0, d.h.p⊆ ai := Annmi . Andererseits istak∩ . . .∩al ⊆ Annm= p. Da p
ein Primideal ist, gibt es einj mit a j ⊆ p. es folgtp = ai = Annmj

5.8 Satz. Es sei M ein endlich erzeugter, graduierter Modulüber dem noetherschen graduier-
ten Ring A. Dann besitzt jeder graduierte Untermodul N von M eine reduzierte Primärzerlegung,
N = Q1∩ . . .∩QS, in der alle Qi graduierte Prim̈armoduln sind.

Beweis.(Idee) Dies folgt wie die Existenz der Primärzerlegung, wenn man statt beliebiger Untermo-
duln immer nur graduierte Untermoduln betrachtet.

5.9 Definition. Ein graduierter RingA heißtStandard-K-Algebra, K ein Körper, wennA noetherschStandard-K-Algebren
ist undAk = 0 für k < 0, A0 = K und wennA1 · · ·A1 (k Faktoren???) ein Erzeugendensystem vonAk

alsK = A0-Vektorraum ist f̈ur allek > 0.
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5.10 Lemma. Es ist A6= 0 eine graduierte Standard-K-Algebra genau dann, wenn
A = K[x0, . . . ,xn]/a, wobei a ( K[x0, . . . ,xn] ein homogenes Ideal des Polynomringes mit der
Standard-Graduierung (vgl. (5.2)) ist.

Beweis.“⇒” Für R ist die Behauptung klar: Die hier relevanten Eigenschaften vonR übertragen sich
aufR/a.

“⇐” Es sei {a0, . . . ,an} ein Erzeugendensystem desK-VektorraumesA1. Betrachte dieK-lineare
Abbildung

ϕ : R := K[x0, . . . ,xn]−→ A, λxk0
0 · · ·x

kn
n 7−→ λak0

0 · · ·n
kn
n

für alle λ ∈ K, k0, . . . ,kn ∈N. ϕ ist ein Ringhomomorphismus, der sogenannte
Einsetzungshomomorphismus. Sein Kerna := Kernϕ ist ein homogenes Ideal vonR. Demnach ist Einsetzungs-

homomorphismusA∼= R/a nach dem Homomorphiesatz.

5.11 Bemerkung. Ist A eine graduierte Standard-K-Algebra, so istm = mA =
⊕

k>0Ak das eindeutig
bestimmte maximale homogene Ideal vonA.

Wir werden sehen, daßA ähnliche Eigenschaften wie ein lokaler Ring hat.

5.12 Lemma (Nakayama graduiert). Es sei M ein endlich erzeugter, graduierter Modulüber der
graduierten Standard-K-Algebra A. Ist M= mA ·M, so folgt M= 0.

Beweis.Analog zu (2.32).

5.13 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von (5.12) gelten die Aussagen von (2.33) und (2.34)
auch f̈ur homogene Elementem1, . . . ,ms∈M. Insbesondere besitztM ein minimales Erzeugenden-
system, das nur aus homogenen Elementen besteht.

5.14 Lemma. Ist A ein noetherscher, graduierter Ring und istp⊆ A ein homogenes Primideal der
Höhe h< ∞, so gibt es eine Kette

p0 ( p1 ( . . . ( ph = p.

Beweis.Siehe etwa Bruns-Herzog, Cohen-Macaulay rings, Theorem 15.8

Ein Homomorphismus graduierter Moduln sollte die Graduierung respektieren. Insbesondere sollten
Kern und Cokern wieder graduierte Moduln sein.

5.15 Definition. Es seienM,N graduierteA-Moduln. Wir sagen, daß ein Homomorphismus
ϕ : M −→ N von A-Moduln denGrad j hat, wennϕ(Mi)⊆ Ni+ j für alle i ∈N gilt, d.h. wenn Ele- Grad von

Homomorphismenmente vom Gradi auf Elemente vom Gradi + j abgebildet werden.

Die Abbildungϕ heißt einHomomorphismus graduierter Moduln, wennϕ den Grad Null hat. Homomorphismen
graduierter Moduln

5.16 Beispiel.Es seiR := K[x0, . . . ,xn] der Polynomring mit der Standardgraduierung. Dann ist die
Multiplikationsabbildung

µ : R
x2
1+x2−→ R, r 7−→ r(x2

1 +x2)
einR-Modulhomomorphismus, der keinen Grad besitzt, dennµ(1) = x2

1 +x2 ist nicht homogen.

Ist f ∈ Rhomogen vom Gradd, so ist die Multiplikationsabbildung

η : R
f−→ R, r 7−→ r · f

ein R-Modulhomomophismus vom Gradd = degf . Wir können diesen zu einem Homomorphismus
graduierter Moduln machen vermöge der folgenden
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5.17 Definition. Es seiM ein graduierterA-Modul. Für k∈ Z seiM(k) der graduierteA-Modul mit
der gleichenA-Modulstruktur wieM, aber mit der Graduierung(M(k))i = Mi+k für alle i ∈ Z. M(k)
heißt derum den Grad k geshiftete ModulvonM.geshiftete Moduln

M(k)
5.18 Beispiel. (i) x5 ∈ (K[x])5 = (K[x](2))3

(ii) Für a∈ Ad ist die Multiplikationsabbildung

µ : M(−d) a−→M, m 7−→ a·m
ein Homomorphismus graduierterA-Moduln, denn f̈ur m∈ (M(−d))i = Mi−d hat µ(m) = an
den Gradi−d+d = i.

5.19 Bemerkung (Warnung!). A(k) ist ein graduierter A-Modul, aber f̈ur k 6= 0 kein
graduierter Ring, denn dann müsste gelten (A(k))i · (A(k)) j ⊆ (A(k))i+ j . Es gilt aber
Ak+i ·Ak+ j ⊆ A2k+i+ j 6⊆ (A(k))i+ j falls k 6= 0.

5.20 Lemma. Ist ϕ : M −→ N ein Homomorphismus graduierter A-Moduln, so istKernϕ ein
graduierter Untermodul von M,Imϕ ein graduierter Untermodul von N, also insbesondere
Cokernϕ = N/ Imϕ ein graduierter A-Modul.

Beweis.Es seim= ∑k∈Zmk, mk ∈Mk im Kern vonϕ. Zu zeigen: F̈ur alle k∈ Z ist mk ∈ Kernϕ,
somit ist Kernϕ ein graduierter Untermodul vonM. Ist E ein Erzeugendensystem vonM, das nur aus
homogenen Elementen besteht, so istϕ(E) ein Erzeugendensystem von Imϕ, das nur aus homogenen
Komponenten besteht. Daher ist Imϕ graduiert nach (5.5).

Ferner ist Cokernϕ = N/ Imϕ ein graduierter Modul nach (5.5).

Der Einsetzungshomomorphismusϕ : R−→ A in (5.10) ist ein Homomorphismus graduierter R-
Moduln. Daher istKernϕ ein homogenes Ideal von R.

5.21 Bemerkung. Es seiM ein endlich erzeugter, graduierter Modulüber der Standard-K-Algebra
A. Dann istM noethersch.

Ist {m1, . . . ,ms} ein Erzeugendensystem vonM aus homogenen Elementen, so besitzt derK-
VektorraumM j das Erzeugendensystem

⋃s
i=1miA j−deg(mi), denn istm∈M j , so ist m= ∑s

i=1aimi

für geeigneteai ∈ A j−degmi . Es gilt also dimK(M j)≤ ∑s
i=1dimK(A j−deg(mi)) < ∞.

5.22 Definition. Unter den Voraussetzungen von (5.21) heißt die Funktion

hM : Z−→ Z, j 7−→ dimK(M j)
dieHilbertfunktionvonM.Hilbertfunktion eines

ModulshM
5.23 Satz (& Definition). Es sei0 6= M ein endlich erzeugter graduierter Modulüber der Standard-
K-Algebra A. Dann gibt es ein Polynom pM ∈Q[T] derart, daß pM( j) = hM( j) für alle j� 0. Dieses
Polynom heißt dasHilbertpolynomvon M.Hilbertpolynom eines

Moduls pM Es ist pM = 0 genau dann, wenndimM = 0. Ist pM 6= 0, so istdimM = degpM +1.

Ferner gibt es zu d:= degpM ganze Zahlen h0(M), . . . ,hd(M) ∈ Z derart, daß

pM( j) = h0(M) ·
(

j
d

)
+h1(M) ·

(
j

d−1

)
+ . . .+hd(M)

(
j
0

)
.

Der Gradvon M ist definiert durchGrad eines Moduls
degM

degM :=

{
h0(M) falls pM 6= 0,

∑ j∈ZhM( j) falls pM = 0.

Es istdegM > 0. Dies verallgemeinert die Aussagen für graduierte Standard-K-Algebren und wird
analog bewiesen.
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Vorläufige
Version 33

5.24 Definition. EineSequenz graduierter A-Moduln

. . .−→Mi−1
ϕi−1−→Mi

ϕi−→Mi +1−→ . . .

ist eine Sequenz graduierterA-Moduln, in der alle Homomorphismenϕi Homomorphismen gradu-
ierterA-Moduln sind.

5.25 Lemma. Es sei0−→M′ −→M −→M′′ −→ 0 eine exakte Sequenz endlich erzeugter gradu-
ierter Modulnüber der Standard-K-Algebra A. Dann gilt hM = hM′ +hM′′ und pM = pM′ + pM′′ .

Beweis.Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. Aus der Voraussetzung folgt, daß

0−→ (M′)i −→Mi −→ (M′′)i −→ 0

für alle i ∈ Z eine exakte Sequenz von endlich-dimensionalenK-Vektorr̈aumen ist. Daher ergibt sich
die erste Behauptung aus (Übungsaufgabe 18(a)).

5.26 Satz.Es sei M ein endlich erzeugter, graduierter Modulüber der Standard-K-Algebra A. Ferner
sei a∈ A ein homogenes M-reguläres Element vom Grad d≥ 1. Dann gilt

(a) dimM/aM = dimM−1,

(b) pM/aM(i) = pM(i)− pM(i−d), also insbesondere istdegM/aM = d ·degM.

Beweis.Daa M-regul̈ar ist, ist die Sequenz

0−→M(−d) ·a−→M −→M/aM

eine exakte Sequenz graduierterA-Moduln. Es folgthM(i) = hM/aM(i)+hM(i−d). Somit ergibt sich
die Behauptung aus (5.23) wie in̈Ubungsaufgabe 7.

5.27 Lemma. Es seien N⊆M graduierte Moduln̈uber der Standard-K-Algebra A. Hat N die redu-
zierte Prim̈arzerlegung N= Q1∩ . . .∩Qs, so gilt

degN = ∑
dimM/Qi=dimM/N

degQi .

(Die Summe erstreckt sich nurüber die Prim̈armoduln maximaler Dimension.)

Beweis.Analog zuÜbungsaufgabe 27.

5.28 Lemma. Jeder endlich erzeugte, graduierte A-Modul, A noethersch, besitzt eine(graduierte)
freie Auflösung, d.h. eine freie Aufl̈osung, in der alle Abbildungen Homomorphismen vom Grad null
sind.

Beweis.Es sei{m1, . . . ,ms} ein Erzeugendensystem vonM aus homogenen Elementenmi vom Grad
di . Dann ist die Abbildung

ϕ :
s⊕

i=1

A(−di)−→M, (a1, . . . ,as)t 7−→ a1m1 + . . .+asms

surjektiv und hat den Grad null, denn

(a1, . . . ,as) ∈ (
s⊕

i=1

A(−di)) j =
s⊕

i=1

A j−di

genau dann, wenn degak = j−dk für allek, daherakmk ∈M j . Folglich ist Kernϕ ein endlich erzeug-
ter, graduierter Untermodul.

Iteration dieses Schlusses liefert wie in (3.15) die Behauptung.
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5.29 Folgerung. Jeder endlich erzeugte, graduierte ModulM über dem noetherschen RingA besitzt
eine Pr̈asentationsmatrixB, deren Eintr̈agehomogeneElemente sind. HatM die (graduierte) Präsen-
tation

t⊕
j=1

A(−ej)
B−→

s⊕
i=1

A(−di)−→M −→?

mit der Pr̈asentationsmatrixB = (bi j ) ∈ As×t , so ist degbi j = ej −di .

Beweis.Betrachte v := (0, . . . ,0,a,0, . . . ,0)t , a in pter Zeile, wobei dega = δ, also
a∈ Aδ = (A(−ep))δ+ep. Dann ist w = Bv= (ab1p, . . . ,absp)t . Es ist v∈ (

⊕t
j=1A(−ej))δ+ep

Da degw = degv, d.h., f̈ur 1≤ q≤ s folgt wegen

(ab1p, . . . ,absp)t ∈ (
s⊕

i=1

A(−di))δ+ep,

daßabqp∈ Aδ+ep−dq. Wegena∈ Aδ mußbqp homogen vom Gradep−dq sein.

5.30 Beispiel. (Vgl (3.16 i)) ÜberR= K[x,y] hatR/(x,y)2 folgende graduierte freie Auflösung

0−→ R(−3)⊕R(−3)


−y 0
x −y
0 x


−−→ R3(−2)

(x2,xy,y2)−−→ −→ R−→ R/(x,y)2−→ 0

5.31 Bemerkung. (i) Wir kennen die Hilbertfunktion vonR= K[x0, . . . ,xn], also auch die Hilbert-
funktion von jedem endlich erzeugten, graduierten freienR-Modul, denn istF =

⊕s
i=1R(−ei),

so ergibt sich

hF( j) =
s

∑
i=1

hR(−ei)( j) =
s

∑
i=1

hR( j−ei).

(ii) Hat also ein graduierter R-Modul M die graduierte, freie Aufl̈osung
0−→ Ft −→ . . .−→ F1−→ F0−→M −→ 0, so k̈onnen wir aus ihr die Hilbertfunktion
vonM berechnen, denn (nacḧUbung 26) ist

hM( j) =
t

∑
i=0

(−1)ihFi ( j).

5.32 Lemma. Ist 0
ϕ−→M′

ψ−→M −→M′′ −→ 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln und ista⊆ R

ein Ideal, so ist auch die Sequenz von R-Moduln M′/aM′
ϕ−→M/aM

ψ−→M′′/aM′′ −→ 0 exakt.

Beweis.Vgl. Übung 36.

5.33 Lemma. Es sei M ein endlich erzeugter R-Modul, R noethersch. Dann gilt für jedes Ideala von
R: √

AnnR(M/aM) =
√

AnnR(M)+a.

Beweis.Es seiRq ϕ,A=(ai j )−→ Rp ψ−→M −→ 0 eine Pr̈asentation vonM. Diese induziert die Präsentation
vonM/aM

(R/a)q A=(ai j )−→ (R/a)q−→M/aM −→ 0

wobeiai j := ai j +a/a. Dann gilt√
AnnR(M) =

√
Ip(A) und

√
AnnR/aR(M/aM) =

√
Ip(A) =

√
Ip(A)+a/a⊆ R/a,

also
√

AnnR(M/aM) =
√

Ip(A)+a =
√

AnnR(M)+a.
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5.34 Satz.Ist M ein endlich erzeugter, graduierter Modulüber der Standard-K-Algebra A, so gilt für
homogene Elemente a1, . . . ,as∈ A positiven GradesdimM/(a1, . . . ,as)M ≥ dimM−s. Die analoge
Aussage gilt, wenn M ein endlich erzeugter Modulüber dem noetherschen lokalen Ring(R,m) ist
und a1, . . . ,as∈m.

Beweis.Dies folgt aus (5.33) wie in̈Ubungsaufgabe 30.

5.35 Folgerung. Ist S∈Pn ein projektives Schema und istF ∈Pn eine Hyperfl̈ache, so gilt
dimS−1≤ dimS∩F ≤ dimS.
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6 Liieren von Schemata

Dies geht auf eine Idee aus dem 19. Jahrhundert zurück, daß man eine Kurve duch Einbettung in eine
“einfache” Kurve und Vergleich mit der “Restkurve” studiert.

Als “einfach” werden hier vollsẗandige Durchschnitte gelten.

Im Folgenden sei stetsR= K[x0, . . . ,xn] aufgefasst als graduierte Standard-K-Algebra.

6.1 Definition. Ein Ideal a⊆ R bzw. ein SchemaS⊆Pn heißt ungemischt, wenn alle sei-ungemischte Schemata
ne Prim̈arkomponenten die gleiche Dimension haben, d.h., wenn für alle p ∈ Ass(R/a) gilt
dimR/p = dimR/a.

6.2 Lemma. Es sei S⊆Pn ein vollsẗandiger Durchschnitt der Ḧohe c. Dann gilt:

(a) S ist ungemischt.

(b) Hat S den Typ(d1, . . . ,dc), d.h. Is = ( f1, . . . ,dc) mit degfi = di , so istdegS= d1 · · ·dc.

Beweis. (a) Wird sich sp̈ater aus einem allgemeineren Resultat ergeben.

(b) Übungsaufgabe 35.

6.3 Definition. Zwei nichtleere, ungemischte SchemataV1,V2⊆Pn gleicher Ḧohe heißen
geomertrisch liiert durch X, wennV1 undV2 keine gemeinsamen Primärkomponenten haben, d.h.geometrische Liaison

V1 ∼
X

V2 Ass(R/IV1)∩Ass(R/IV2) = ∅, und wennX := V1∪V2 ein vollsẗandiger Durchschnitt ist.

Schreibweise:V1∼
X

V2.

Algebraisch: SindIV1 = q1∩ . . .∩qs, IV2 = q̃1∩ . . .∩ q̃t , so istIV1 ∩ IV2 ein vollsẗandiger Durchschnitt
mit der reduzierten Prim̈arzerlegungIV1 ∩ IV2 = q1∩ . . .∩qs∩ q̃1∩ . . .∩ q̃t .

6.4 Beispiel. Zwei Geraden in P3, die sich schneiden, sind geometrisch liiert.
(x1,x3)∩ (x2,x3) = (x1x2,x3). [Bilder]

6.5 Folgerung. SindV1,V2⊆Pn geometrisch liiert durchX, so gilt degV1 +degV2 = degX.

Beweis.Die Behauptung folgt aus̈Ubungsaufgabe 27.

6.6 Beispiel. (x1,x2)∩??= (x1x2,x1 +x2). [Bilder] Der Durchschnitt ist (als reduziertes Schema)
eine GeradeL. Man ist versucht, zu sagen, daßL zu sich selbst liiert ist. Formal wird das präzisiert
durch die folgende

6.7 Definition. Zwei nichtleere SchemataV1,V2⊆Pn heißendirekt liiert (durchX), wenn es einenDirekte Liaison
V1 ∼

X
V2 vollständigen DurchschnittX ∈Pn gibt, so daß giltIX : IV1 = IV2 undIX : IV2 = IV1. Schreibweise wie-

derV1∼
X

V2. Analog ist dies definiert f̈ur homogene Ideale vonR= K[x0, . . . ,xn].

6.8 Beispiel. (i) (Vgl. 6.6) (x1x2,x1 +x2) definiert einen vollsẗandigen Durch-
schnitt X ⊆P3. Für die durch IL = (x1,x2) definierte Gerade L⊆P3 gilt
IX : IL = (x1x2,x1 +x2) : (x1,x2) = (x1,x2), d. h.,L ist zu sich selbst direkt liiert.

(ii) Die Ideale (x1,x2)2 und (x1,x2) sind direkt liiert, denn(x2
1,x

2
2) : (x2

1,x1x2,x2
2) = (x1,x2) und

(x2
1,x

2
2) : (x1,x2) = (x2

1,x1x2,x2
2).

6.9 Lemma. Sind V1,V2 direkt durch X liiert, so gilt:
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(a)
√

IV1 ∩ IV2 =
√

IX.

(b) V1 und V2 sind ungemischt und haben die gleiche Höhe wie X.

(c) Haben V1,V2 keine gemeinsamen Primärkomponenten, so sind V1,V2 geometrisch liiert.

(d) degX = degV1 +degV2.

Beweis. (a) Es giltIV1 · IV2 ⊆ IX ⊆ IV1 ∩ IV2. Daraus folgt die Behauptung, da
√

a ·b =
√

a∩b.

(b) Sei IX = q1∩ . . .∩qs die reduzierte Prim̈arzerlegung von IX. Dann ist
IV1 = IX : IV2 =

⋂s
i=1(qi : IV2) und

qi : IV2 =

{
R, falls IV2 ∈ qi ,

ein zu
√

qiassoziiertes Prim̈arideal sonst.

Damit sindV1,V2 ungemischt der Ḧohe vonIX, daIX als vollsẗandiger Durchschnitt ungemischt
ist, undh(qi) = h(qi : IV2) falls IV2 6⊆ qi . Also sindV1,V2 ungemischt undh(IV1) = h(IV2) = h(X).

(c) Zu zeigen:IV1 ∩ IV2 = IX.

“⊇” klar.

“⊆” Sei F ∈ IV1 ∩ IV2. AngenommenF /∈ qi für einqi ausIX = q1∩ . . .∩qs (d.h.F /∈ IX). Sei o. E.√
qi ∈ Ass(R/IV1).

Aus der Voraussetzung folgt, daß es einG∈ IV2 gibt mit G /∈ p für allep ∈ Ass(R/IV1). Wegen
F ∈ IV1 und G∈ IV2 ergibt sich ausIV1 = IX : IV2, daßF ·G∈ IX ⊆ qi . Da aberG /∈√qi , folgt
F ∈ qi . Widerspruch zur Annahme.

(d) Siehe J. Migliore: “Introduction to liaison theory and deficiency modules”.

SindV1 undV2 direkt liiert, so ist die Liaison eine symmetrische Relation. Direktes Liieren ist jedoch
im Allgemeinen weder reflexiv noch transitiv. Es erzeugt aber eineÄquivalenzrelation:

6.10 Definition. Zwei nichtleere SchemataV,W ⊆Pn heißenliiert , wenn es vollsẗandige Durch- Liierte Schemata
schnitteX1, . . . ,Xk ⊆Pn gibt derart, daß gilt

(3) V =: V1 ∼
X1

V2 ∼
X2

. . .∼
Xk

Vk+1 := W.

Wir schreiben dannV ∼W. Diese Relation ist einëAquivalenzrelation und heißt Liaison. Die Menge
[V] := {W ⊆Pn |W ∼V} heißt dieLiaisonklassevonV. Liaisonklasse[V]

Die SchemataV undW heißengerade liiert, falls k in (3) als gerade Zahl geẅahlt werden kann. Die Gerade Liaison
MengeLV := {W ⊆Pn |W ist gerade liiert zuV} heißt diegerade LiaisonklassevonV. gerade Liaisonklasse

Die analogen Definitionen gelten auch für homogene Ideale vonR.

6.11 Bemerkung (Probleme). (i) Wie kann man entscheiden, ob zwei ungemischte Schemata
V,W ⊆Pn gleicher Ḧohe zur gleichen Liaisonklasse gehören?

(ii) Kann man alle Element einer Liaisonklasse beschreiben? Gibt es in ihr ausgezeichnete Elemen-
te?

6.12 Bemerkung. (i) Nach (6.9 (b)) sind alle Schemata in[V] ungemischt und haben gleiche
Höhe.
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(ii) Ist W direkt liiert zuV, so gilt [V] = LV ∪LW, d. h., jede Liaisonklasse besteht aus höchstens
zwei geraden Liaisonklassen. Aber es kann auch[V] = LV gelten.

Beispiel:(x2
0,x1) : (x0,x1) = (x0,x1) also[(x0,x1)] = L(x0,x1).

Folgende Resultate helfen manchmal zu entscheiden, ob zwei Schemata liiert sind.

6.13 Lemma. Sinda,b homogene ungemischte Ideale gleicher Höhe mita⊆ b unddega = degb, so
gilt schona = b.

Beweis.Für dimR/a≤ 1.

(1) Sei dimR/a = dimR/b = 0. Aus a⊆ b folgt dimk[R/a] j ≥ dim[R/b] j für alle j ∈ Z. Da nun
∑ j∈Zdimk[R/a] j = degR/a = degR/b = ∑ j∈Zdimk[R/b] j ergibt sich dimk[R/a] j = dimk[R/b] j

und somit[R/a] j = [R/b] j für alle j ∈ Z.

(2) Sei dimR/a = 1 = dimR/b. Daa undb ungemischt sind, gibt es eine Linearforml ∈ [R]1, die in
keinem Primteiler vona oderb enthalten ist. Damit istl ein Nichtnullteiler sowohl vonR/a als
auch vonR/b. Es gilt dann

(4) degR/(a+ lR) = degR/a = degR/b = degR/(b+ lR).

Wir betrachten die exakten Sequenzen

0−→ R/a(−1) l−→ R/a−→ R/a+ lR−→ 0,

0−→ R/b(−1) l−→ R/b−→ R/b+ lR−→ 0.

Also hR/a( j)−hR/a( j−1) = AR/a+lR( j) undhR/b( j)−hR/b( j−1) = AR/b+lR( j) für alle j ∈ Z.

Wegen dimR/a+ lR = dimR/b+ lR = 0 gilt bereits wegen (4)hR/a+lR = hR/b+lR, also
hR/a = hR/b, und somit gilta = b

6.14 Folgerung. Ist a ein homogenes, ungemischtes Ideal der Höheh, und istc⊆ a ein vollsẗandiger
Durchschnitt der Ḧoheh, dann sindc : a unda durchc direkt liiert.

Beweis.Zu zeigen bleibt: c : (c : a) = a. Nun gilt a⊆ c : (c : a) und nach (6.9) gilt
deg(c : (c : a)) = degc−deg(c : a) = degc− (degc−dega) = dega.

Also gilt nach (6.12)c : (c : a) = a.

6.15 Folgerung. Alle vollständigen Durchschnitte gleicher Höhe liegen in der selben Liaisonklasse.

Beweis.Betrachte den Spezialfall der vollständigen Durchschnittea = ( f1, . . . , fh−1, f ) und
b = ( f1, . . . , fh−1,g). Wir setzenc = ( f1, . . . , fh−1, f ·g). Dann gilt c : a⊇ b und deg(c : a) = degb.
Also a∼

c
b nach (6.13).

Sinda,b beliebige vollsẗandige Durchschnitte der Ḧoheh, so kann man mit dieser Methode vona in
höchstensh Schrittenb erreichen, indem man in jedem Schritt ein Erzeugendes auswechselt.

6.16 Bemerkung. (i) Jede Gerade ist ein Vollständiger Durchschnitt. Daher liegen alle Geraden in
der gleichen Liaison-Klasse.

(ii) Nach Beispiel (6.4) liegt ein Paar sich schneidender Geraden in der gleichen LiaisonklasseL
wie jede der Geraden.
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(iii) Wir werden sp̈ater sehen, daß ein Paar windschiefer Geradennicht in der gleichen Liaison-
KlasseL liegen.

Für die Beschreibung einer geraden Liaisonklasse ist folgende Konstruktion wesentlich:

6.17 Satz.Seia⊆ R ein homogenes ungemischtes Ideal der Höhe h. Ferner seic := ( f1, . . . , fh) ein
vollständiger Durchschnitt der Ḧohe h mit( f1, . . . , fh)⊆ a. Dann gilt mitb := ( f1, . . . , fh−1)+ fh ·a
und d= degfh für die Hilbert-Funktionen:

hR/b( j) = hR/a( j−d)+hR/c( j).
Insbesondere giltdegb = dega+degc.

Beweis.Sei c̃ := ( f1, . . . , fh−1). Dac = c̃+ fhRein vollsẗandiger Durchschnitt ist, gilt̃c : fh = c̃ (Vgl.
Übung 35). Die Sequenz

0−→ c̃(−d)
ϕ−→ c̃⊕a(−d)

ψ−→ c+ fh ·a−→ 0

mit ϕ : r 7−→ ( fh · r, r) und ψ : (r,s) 7−→ r− fh ·s ist exakt, dennψ ist offenbar surjektiv,ψ◦ϕ = 0
und mitψ(r,s) = 0 ist r− fh ·s= 0, alsor = fh ·s∈ c̃, und damits∈ c̃ : fh = c̃.

Folglich ergibt sichhR/( ˜c+ fha)( j) = hR/a( j−d)+hR/c̃( j)−hR(c̃( j−d). Da auch die Sequenz

0−→ R/c̃(−d)
fh−→ R/c̃−→ R/c−→ 0

exakt ist, gilthR/c( j) = hR/c̃( j)−hR/c̃( j−d). Einsetzten in in die obige Gleichung ergibt die Be-
hauptung.

6.18 Bemerkung. (i) Seien V,W,X ⊆Pn die durch a,b,c ∈ R definierten Schemata (wie in
(6.17)). Intuitiv würde manW = V ∪X erwarten. Dies ist i. A. nur richtig, wennW reduziert
ist.

(ii) Wir werden sehen, daßb in zwei Schritten zua liiert ist.
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7 Berechnung von Idealquotienten und freien Aufl̈osungen mit
Hilfe von Gr öbnerbasen.

Se stetsR= k[x1, . . . ,xn] undF =
⊕s

i=1R·ei ein ein freier Modul vom Rangr mit Basis{e1, . . . ,er}

7.1 Definition. (i) Ein Monom in F ist ein Element der Formm·ei , 1≤ i ≤ r, wobei m∈ R einMonome inF
Monom ist.

(ii) Eine monomiale Ordnung� aufF ist eine totale Ordnung aufF mit der Eigenschaft:monomiale Ordnung
� Für alle Monomem1,m2 ∈ F, n∈ Rgilt m1�m2 =⇒ n·m1� n·m2.

Eine solche Ordnung ist stets eine Wohlordnung.

7.2 Beispiel. Sei� eine monomiale Ordnung aufR. Dann definieren wir eine Ordnung� aufF wie
folgt: Sindm1,m2 ∈ F Monome mitm1 = n1 ·ej undm2 = n2 ·ej für Monomen1,n2 ∈ R, so setzen
wir m1�m2 falls j > i oder j = i undn1� n2. Dies ist eine monomiale Ordnung aufF .

7.3 Definition. Für f ∈ F bezeichnein( f ) := in�( f ) := das bez̈uglich� größte Monom vonf . Esin�( f )
wird Leitterm, Leitformoder auchInitialform von f genannt.Leitterm, Leitform,

Initialform
7.4 Definition. SeiM ein Untermodul vonF . Dann heißtG = {g1, . . . ,gs}, gi ∈M für 1≤ i ≤ s, eine
GröbnerbasisvonM, falls G eine Basis vonM ist undGröbnerbasen

im(M) := 〈{ in(m) |m∈M}〉= 〈{ in(g) | g∈G}〉
gilt.

7.5 Satz. Jeder Untermodul M⊆ F besitzt eine Gr̈obnerbasis.

Beweis.Wie bei Idealen.

7.6 Definition. Es seienf ,g1, . . . ,gt ∈ F =
⊕r

i=1Rei . Ein Ausdruck der Formf = ∑t
i=1 figi +h mit

fi ∈ R,h∈ F derart, daß kein Monom vonh in (in(g1), . . . , in(gt)) liegt undin( f )≥ in( figi) für alle
i, heißtStandardausdruckvon f bez̈uglich{g1, . . . ,gt} (undh derRest).

Die Existenz liefert der

7.7 Algorithmus (Divisionsalgorithmus). Eingabe:f ,g1, . . . ,gt ∈ F

Ausgabe:f1, . . . , ft ∈ R, h∈ F derart daßf = ∑t
i=1 figi +h ein Standardausdruck ist.

(1) h := f , j := 1

(2) while h 6= 0 do: Bestimmei j ∈ {1, . . . , .} .t derart, daßin(gi j ) das gr̈oßte Monomm von h teilt,
welches in(in(g1), . . . , in(gt) liegt; bei Nichtexistenz gehe zu (3).

Setzer i j := m
in(gi j )

∈ R, h := h− r i j gi j , j := j +1.

(3) Sortierer i j zu den Koeffizientenfi vongi .

7.8 Beispiel. x > y, <=<lex

g1 = xy−1 g2 = y2−1
f = x2y+xy2 +y2− (x2y−x) x
xy2 +x+y2− (xy2−y) y
x+y2 +y− (y2−1) 1
x+y+1 = h
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Also ist der Standardausdruck vonf bez̈uglich{g1,g2}
(x+y)g1 +1g2 +x+y+1︸ ︷︷ ︸

h

.

7.9 Definition (Notationen).

ϕ : G :=
t⊕

j=1

Rε j
ϕ
−� M = (g1, . . . ,gt)⊆ F =

r⊕
i=1

Rei , ε j 7−→ g j

Elemente von Kernϕ nennen wirSyziygien, genauererste Syzygienvonm.

Es sei(i, j),1≤ i, j ≤ t ein Paar von Indizes.

Fall 1: in(gi) und in(g j) sind nicht Vielfache desselben Basiselements vonF . Setzehi j = 0.

Fall 2: Anderenfalls setze mi j := in(gi)
ggT(in(gi),in(g j ))

∈ R und bilde einen Standardausdruck

mji gi−mi j g j = ∑t
k=1 f

(i j )gk+hi j
k .

7.10 Satz. (a) (Buchberger Kriterium) {g1, . . . ,gt} ist eine Gr̈obnerbasis von M genau dann, wenn
alle hi j = 0.

(b) Ist {g1, . . . ,gt} eine Gr̈obnerbasis von M, so ist
{

τi j
∣∣ 1≤ i, j ≤ t

}
ein Erzeugendensystem von

Kernϕ, wobei

τi j = mji εi−mi j ε j −
t

∑
k=1

f (i j )
k εk.

In Vektorschreibweise:

τi j =


0

vdots
mji
...
0

−


0
vdots
mi j
...
0

−


f (i j )
1
...

f (i j )
t

 ∈ Rt .

(c) Definiere eine monomiale Ordnung auf G wie folgt: Für Monome m,n∈ R ist mεi ≥ nε j , falls
in(mεi) > in(nε j) bez̈uglich der Ordnung auf F oder in(mεi) = in(nε j), aber i< j.

Ist {g1, . . . ,gt} eine Gr̈obnerbasis von M, so ist
{

τi j
∣∣ 1≤ i, j ≤ t

}
eine Gr̈obnerbasis vonKernϕ

bez̈uglich der obigen Ordnung auf G.

7.11 Beispiel. x > y, <=<lex, g1 = x2,g2 = xy+y2,M = (g1,g2)⊆ R= K[x,y].
in(g1) = x2, in(g2) = xyhaben ggTx.

in(g2)
x

g1−
in(g1)

x
g2 =−xy2 = (−y)g2 + y3︸︷︷︸

h12

Standardausdruck.

Setzeg3 := h12 = y3 und erhalte Syzygie vonM = (g1,g2,g3):

τ12 =

 y
−x+y
−1

 .

Es isth13 = 0. Betrachte das Paar(g2,g3). Es ist ggT(in(g2), in(g3)) = y
in(g3)

y
g2−

in(g2)
y

g3 = y = yg3,

alsoh23 = 0. Somit ist{g1,g2,g3} eine Gr̈obnerbasis vonM und {τ12,τ13,τ23} eine Gr̈obnerbasis
(bez̈uglich der richtigen Ordnung) des Syzyienmoduls vonM.


