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0 Wiederholungen

Der affine Fall

(1) Seik ein K'c'>rper a CR:=K]xy,.. ,xn} Die Nullstellenmenge
a):={PeA"| Vfeca: f(P)=0} CA"
heil3t emeafflne Variedit, die durcha def|n|ert wird.
(2) Seiw C A" I(W):={feR| YPeW: f(P)=0} heilt daddeal von W
(3) Es gelten:
(i) IstW C A" eine affine Varidit, so istV (1 (W)) =W.
(i) aCl(V(a)).
(iii) a Cb=V(b) CV(a),We CWe=I(Wp) CI(Wh).
(iv) SindWi,W, C A" affine Varieiten, so isty "W =V (1(Wy) + 1 (W5)),
WL UWs =V (1(WL) N T(WR)).

(v) Hilbertscher Nullstellensatast K = K, so gilt fur jede affine VarigttWw C A", die durcha
definiert wird:

(W) = 1(V(a) = Va.

Damit ertalt man die Beziehung

{Untervarieiten desA"} AL {Radikalideale vofiR} = {Faktornnge vonR ohne
nilpotente Elemente
W — (W) a — R/a
V(a) «— a KernR— A) «— A

IstP = (ay,...,a,) € A" ein Punkt, so ist(P) = (x; —ay,..., X, — &) ein maximales Ideal iR. Es
gelten dimP = 0 und dimR/I(P) = 0.

Der projektive Fall

SeiP=(ap:...:a,) € P", f e Ri=K|xg,...,X]. Sagen wir,f habe eine Nullstelle i, so meinen
wir

VA eK: f(Aag,...,Aan) =
Ist K unendlich, so folgt schon, daBrfjede homogene Komponentgegelten mul¥fp(P) =0.

Daraus folgt &ir @ #W C P", daB3l (W) := {f e R| YPeW: f(P) =0} homogen ist. IsK =K,
so haben wir die Beziehung

{Untervarietiten dedP"} RN {homogene Ideale C (xg,...,Xn) AL, {Graduierte Faktorringe von
mit /a = a.} Rohne nilpotente Elemente

SeiP=(ap:...:a,) € P"ein Punkt. Wir nehmen; # 0 an. Wir haben die Beziehung
P<—>|(P):(ainfani), j€{0,....,n}\{i},

I (P) hatn Erzeugende. Es gelten ditn= 0, dimR/I(P) =

SeiQ=(1:0:...:0), (Q) = (X1,...,%), also istR/1(Q)

F——m=(Xg,...,%n).

1.
= KIx,
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Graduierte Algebren

Eine K-Algebra heiltgraduiert wenn A eine ZerlegungA = @, [A]j besitzt, wobeilA]j K-
Vektorraume sindK C [Algund[A]; - [A]; C [A]i4;. Die Elemente irj := [A]j heien dislomogenen

Elemente in Aron Gradj. [A]; wird die Komponente von Grad j in §enannt.
Beispiele:
(1) A=R=K]Xxo,...,X]. [R]j ist die Menge der homogenen Polynome von Gyrad

(2) Ista C Rein homogenes Ideal, so ist= R/a eine graduiert&-Algebra mit der Graduierung
(1) [Aj:={fmoda| f<c[R;}.

(3) Umgekehrt: Istrirgendein Ideal vori, so liefert (1) eine Graduierung v@&y a genau dann wenn
a homogen ist.
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1 Schemata

Wir wollen nun den Begriff einer Variét verallgemeinern:

1.1 Beispiel. Betrachte

J = (X(x=Y)), 2= (y) SR=K[xy]
undWy =V (), Wo =V (J) € A% W, ist diey-Achse W, ist diex-Achse vereinigt mit der Winkel-
halbierenden des ersten bzw. dritten QuadramémW\, ist als Varieét gerad€0,0), denn

IWLNWL) = Vai+32 = VX =Xy y = VX2, Y = (X,Y).
Intuitiv sollte der Schnittpunkt doppelt gialt werden, was in dem Ideék?,y) = J; +J, besser
beschrieben wird.

1.2 Definition. Ein affines Unterschema X A" ist gegeben durch einen Faktorrilg von affine Unterschemata

R=K]|x1,...,X]. Dieser RingA hei3t derKoordinatenringvon X. Ist A=R/a, so heilta das Koordinatenring

definierende Idealon X und man schreibt definierendes Idedk
|x =da.

Sind X,Y C A" affine Unterschemata, so heitein Unterschema von Yalls Iy C Ix (Inklusions-

umkehrend)

X undY heierisomorph falls R/1x undR/ly alsK-Algebren isomorph sind. Isomorphie
Dasreduzierte Schemay ist das durch,/Ix definierte Schema. (I$¢ algebraisch abgeschlossen, reduziertes Schema
S0 istXeq also die VarieatV (1/1x).) Xred

1.3 Bemerkung. (i) Statt Unterschema sagen wir oft feichemaobwohl obige Definition nur ein Schema

Spezialfall des allgemeinen Begriffes eines Schemas ist.

(ii) Intuition: Die Punkte des Schemasésind die Punkte der Variat X..g. Deren “Vielfachheit”
wird im Ideallyx widergespiegelt.

1.4 Beispiel. (i) aj = (X),y) C K[x,y] definert ein Unterschem$ C A2. Esist(X;)req = P, wobei
P =(0,0). (X; ist ein “dicker Punkt.”)

(i) Xj_1 ist ein Unterschema vaX;j, denn(xl,y) C (xI71,y).
(iii) Ist Y € A? der Punkt(1,1), so sindY undX; isomorph als Schemata.

1.5 Definition. (i) SindX,Y C A" affine Schemata, so ist der DurchschXitt Y das durcHy -+ Iy
definierte Schema, und die Vereinigud@ Y das durcHx Nly definierte Schema.

(i) Das SchemaX C A" heiRtirreduzibel wenn gilt: IstX = X; UX; fur affine Unterschemata  Irreduzibilitat
X1, X2 C X, so folgtX = X; oderX = Xy oderXied = (X1)red = (X2)red-

X hei3treduziert falls X = Xeq. reduzierte Schemata
1.6 Lemma. Es sei Xe A" ein Schema mit definierendem Ideal Dann gilt
(a) X istirreduzibel genau dann, weng éin Primarideal ist,

(b) X istirreduzibel und reduziert genau dann, wegreln Primideal ist.

Beweis. (a) “=" Es sei As$R/Ix) = {p1,...,ps}, und es seix = q1N...Ngs eine Prindrzerlegung

mit \/qi = pi.
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Antithese: Es se$ > 1. Dann seierXy, X die durchqy bzw. g2N...Ngs definierten Schemata. Es
folgt X = X1 U Xy, aberX # Xi, X # Xo. Angenommen, es &reXed = (X1)red = (X2)req- Dann folg-

te, daly/Ix = \/Ix, = p1=+/Ix, = p2N...Npy, alsop; = pj fireinj € {2,...,s}, im Widerspruch
zur Wahl derp;.

Folglich istX nicht irreduzibel, Widerspruch zur Voraussetzung.
“<" Sei X = X1 UXp. Nach Voraussetzung ist dapn=/Ix = /Ix, N /Ix, €in Primideal. Daraus

folgt O.E.p = /Ix,. Fall 1:p = | /Ix,, d.h.Xred = (X1)red = (X2)rea. Fall 2:p # /Ix, =p10...Nps,
alsop C p1N...Nps, esfolgtp C p; fur allei € {1,...,s}.

Wegenp =+/Ix hat Ix, =qNdiN...Ng; eine Prindrzerlegung, in der die einzige isolierte
Komponente ist. Folglich istj auch die einzige isolierte Komponente vbg Nlx, = Ix. Da Ix

ein Primarideal ist, folgtq =Ix aus der Eindeutigkeit isolierter Komponenten. Es ergibt sich
q=Ix,NIx, Clx, Cq, alsoq = Ix,, d.h.X = X;.

Aus der Fallunterscheidung folgt die IrreduzildlivonX.
(b) Folgt aus (a). O

1.7 Folgerung. Jedes affine Schema ist Vereinigung endlich vieler irreduzibler Schemata.

Beweis. Folgt aus der Existenz der Pramzerlegung im Polynomring. O

Wir wollen nun die analogen Begriffe im projektiven Raum @mfen. st
m= (Xo,...,%) C R=K]xo,...,%n], S0 gilt fur jedesm-primare Ideal: V(q) =V (m) = @.

1.8 Definition. Es seia C m ein homogenes Ideal vaR Dann heifl3ta saturiert, falls m ¢ Asga)
gilt.

Das ldealasat:= Uj>1(a: m)) heiRt dieSaturierungvon a. asaist ein saturiertes homogenes Ideal.
(Folgt ausUbungsaufgabe 2 und Lemma 1.7.19.)

1.9 Beispiel. Betrachtea = (x3,%2,Xox1) C K[Xo,X1,X2]. ES ista = (Xo,X2) N (X3,X1,%z) nicht satu-

riert, denn Asga) = {(Xo,X1), (X0, X1,%2) }. ES iStasar= (X0,%).

Bemerkung: Ista nicht saturiert, so hatn eine Prin&rzerlegunga=gq1N...NgsNgt Mmit

Vi € /a1 = m. Dann istagat=q1N...Ngs.

1.10 Definition. (i) Ein projektives Unterschema X IP" ist gegeben durch einen graduierten Fak-
torring vonR := K[, . .., %], der einen homogenen Nichtnullteiler positiven Grades besitzt.
IstA=R/a, so nennt man dashomogene Idealon X. Schreibweiséx = a. Ferner wirdA als
homogener Koordinatenringon X bezeichnet.

(i) Ist a Cm = (xg,...,Xn) €in homogenes Ideal, stefinierta das Schema Risat
Dies ist sinnvoll nach folgendem Lemma:

1.11 Lemma.Ista C m ein homogenes Ideal, das nichtprimar ist, so besitzt Ra einen homogenen
Nichtnullteiler positiven Grades genau dann, wensaturiert ist.

Beweis.“=" Es sei f € R ein Repasentant des Nichtnullteiler vdR/a. Dann gilta: f = a, denn
die Abbildung

v: R/a— R/a
r moda +— (f-r) moda
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ist injektiv. Es istv(r moda) =0 genau dann, wennfr € a. Aus der Injektiviat folgt aber
r moda =0, alsor € a. Dies bedeutet: f C a, alsoa: f = a. Warem € Asg(a), so folgte wegen
f moda € m moda, da3f moda ein Nullteiler vonR/a ware (nach Folgerung 1.7.28), Widerspruch.

“«<" Es seia=qiN...Ngs eine Prin&rzerlegung vorn mit p; =,/q;. Nach Voraussetzung gilt
m C p; furi = 1...s. Nach dem Primvermeidungslemma (I1V.3.2) folgt die Existenz eines homogenen
f € m\ Upi. Nach (1.7.28) istf moda ein Nichtnullteiler vonR/a mit positivem Grad. O

1.12 Bemerkung. (i) Fur ein homogenes Ideal C m gilt: a ist m-primar genau dann, wenn

Va=m.
(ii) Aus Lemma (1.11) und Definition (1.10) folgt

{projektive Unterschemata-: {graduierte  Fakorrringe vor-L, {K[x0,---,Xn]/a, wobeia Cm

vonP"} K[xo,...,Xs] mit einem homo- ein homogenes saturiertes
genen Nichtnullteiler positiven Ideal}
Grade$

(ii) Ist a ein homogenesn-primares Ideal, so sagen wir, d&3a die leere Menge (als Schema)

definiert.
1.13 Definition. SeienX,Y C IP" Unterschemata. Dann ist dBurchschnittdefiniert durcHy + Iy, Durchschnitt
alsolxny = (Ix + Iv)sat Vereinigung
Die Vereinigung, Irreduzibiliat, Reduziertheit und Unterschematan X sind wie fir affine Schemata IFrereec?Llujzzifrlllhtztit
definiert. Unterschemata
X undY heilRenisomorph wennR/Ix undR/ly als graduierté-Algebren isomorph sind. Isomorphie

1.14 Beispiel. X,Y C P3 mit Ix = (X0,X1) N (X2,X3) = (XoX2,XoX3, X1X2,X1X3) (Paar windschiefer Ge-
raden) undy = (X1 + x2) (Ebene). Erwartung<NY besteht aus zwei Punkten.

Ix + ly = (XoX2, XoX3, X1X2, X1X3, X1 + X2) = (X1,X2,X3) N (X0, X1,X2) N (X0, X1X2, X1 + X2, X3),

m—primar

a|SO(|x =+ IY)sa’[: (X(),X]_,Xz) n (X17X27X3).

1.15 Erinnerung. Es seiA eine graduiert&-Algebra, dann ist diélilbertfunktiongegeben durch Hilbertfunktionha
ha:Z — Npo, ha(j)= dimK[A]j.

Das Hilbertpolynomvon A ist dasjenige Polynonpa € Q[T], so daf? giltha(j) = pa(j) fur alle  Hilbertpolynompa

j>0.

Istd = degpa, so kann man das Hilbertpolynom schreiben als

Pa(]) = ho(A) (é) +h1(A)(dil) +...+hy(A)

mit ho(A),...,hq(A) € Z, wobei h;(A) >0 falls pa#0. (Dies folgt per Induktioniiber d
[Pa/1a(}) = Pa(j) — pa(j — 1) fur hinreichend allgemeiniec [A]1]).

1.16 Definition. Sei X € P" ein projektives Schema mit homogenem KoordinatenAng R/Ix.
Dann nennt marhy :=hp, px := pa die Hilbertfunktion bzw. dasHilbertpolynomvon X und Hilbertfunktionhy
dimX := dimA— 1 dieDimensionvon X. Hilbertpolynompx

Ferner setzen wir Dimension dinX
degX :— ho(A) ' falls pa # 0,
Yizoha(j) falls pa=0,
und nennen dies ddgarad von X bzw. A bzw. Ix. Grad de
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1.17 Beispiel. (i) FurR=K]xg,...,Xa] giltfur j >0

o) — (n:j) BY(RL (RS (RS

jn
"l
also istdinR=degpr+1=n+1und deR= 1.

+ kleinere Potenzen voj

(i) Ist P € P" ein Punkt, so ish:=R/I(P) 2 R/(xq,...,%n) = K[Xo]. Also folgt aus (i) dimA=1,
dimP =0 und ded® = 1. (Wie erwartet.)

(i) Sei 0# f € R ein homogenes Polynom vom Gratl Dann ergibt sich ir A:=R/fR:
[Aj =[R]j/f-[Rlj_q, alsofir j > d
ha(j) = hr(j) —dimk f-[R]j_a = hr(j) —hr(j —d)
_[i+n B j—d+n
~\Un n
(+m (4D~ (j—d+n)-(j-d+1)
n!

:%[in(1—1)+j”*l(n+(n—1)+...+1+(d_n)+(d_n+1)+m

...+ (d—1)) +kleinere Potenzen voﬂ ,

denn ¢:[Rlj_g— f-[Rlj_.q, r—f-r st ein Isomorphismus und damit ist
dimg f- [R}j,d =dimg [R]j,d.

Alsoha(j) = n—l!j”‘1 ‘n-d+...= d(rj]n_—_ll)! +.... Folglich ist dimA = n (d.h. die Dimension von
Hyperflache dimR/fR=dimR— 1) und ded\ = d. Istn > 1, so definier{ f) = fR eineHyperfchein P"
der Dimensiom— 1 und des Grades. Der Grad der Hyperdiche ist also gleich dem Grad des

definierenden Polynoms (wie erwartet).

(iv) deg®,y?,Z) = a-b-c. (Ubungsaufgabe 8).
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2 Moduln

Der Begriff desModulsverallgemeinert den Begriff des Vektorraume&éufig werden Ringe durch
Betrachtung von Moduliiber ihnen studiert. Ringe sind weiterhin immer kommutativ mit Einsele-
ment.

2.1 Definition. Es seiR ein Ring. EinR-Modul M= (M, +,-) oder Modul Ulber dem Ring R Modul M
ist eine MengeM mit Abbildungen+: M x M — M, (mg,mp) — my + my, genanntAddition, und
-:RxM — M, (a,m) — a-m, genannskalare Multiplikation so daf(M, +) eine abelsche Gruppe
istund fr allea,b € R, mg,my,me M gilt:
(i) a(m+my) = am +amp
(i) (a+b)m=am+bm
(i) (abym=a(bm)
(iv) 1r-m=m
2.2 Beispiel. (i) Ist Rein Ring, so isRauch einR-Modul mit den Operationen voR.

(ii) Ist R= K ein Korper, so ist eine Mengd einK-Modul genau dann, weri ein K-Vektorraum
ist.

(iii) Eine TeilmengeM des RingeRist einR-Modul genau dann, werM ein Ideal vorR ist.

(iv) Es seiG = (G,+) eine abelsche Gruppe. Definiert mémd§ € G, n€ Z:
g+...+0 fallsn> 0,
—_————

nmal

n-g:=<0 fallsn=0 und
(-9

)+...+(—g) fallsn<0,
N——
—nmal

so wirdG zu einemZ-Modul.

(v) Ist aCR ein Ideal, so istR/a ein R-Modul vernbge der skalaren Multiplikation
r-(amoda) := (r-amoda) firr,ac R

2.3 Definition. Es seiM ein R-Modul. Eine Teilmengé’ C M heiRtUntermodulvon M, wennM’ Untermoduln
eine Untergruppe voM ist, die abgeschlossen liggich skalarer Multiplikation voM ist, d.h. fir
reR m eM giltr-m e M. (Ein Untermodul ist wieder eiR-Modul.)

2.4 Lemma (Untermodulkriterium). Es sei M ein R-Modul, dann ist eine Teilmengevdn M ein
Untermodul genau dann, weniarfalle my,my, € M’.r € R gilt:

(i) m—m e M
@iy r-meM

Beweis. Analog zu Unterraumkriterium der linearen Algebra. O
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2.5 Definition (& Lemma). Es seiM ein R-Modul, und es seM,,A € A, eine Familie von Unter-
moduln vonM.

Summe von Moduln (i) Die Summey A M, ist die Menge alleendlichenSummens ., my, wobei/A” C A endlich
Yaen My ist, undmy, € M, fur alleA e \.

Die Summe ist der kleinste Untermodul vish der alleM,, entlalt.

Durchschnitt von (i) Der Durchschnitt,ca M, ist ein Untermodul.
Modulnyca My, )
Beweis. SieheUbung. O

Die Vereinigung zweier Untermoduln ist nicht notwendigerweise ein Untermodul. (Sietieg 9)

2.6 Definition. Es seiR ein Ring undM und N R-Moduln. Eine Abbildungd : M — N heif3t ein
R-Modul-HomomorphismusderR-linear, wenn fir allem;,m; € M,r € Rqilt:
Modulhomomorphismus

Relinear () ¢(my+np) = (M) +o(mz),
(i) &(r-m)=r-¢(my).
Homg(M, N) Die Menge deR-linearen Abbildunge — N wird mit Homg(M, N). Ein R-Modulisomorphismus

ist ein bijektiverR-Modulhomomorphismus.

2.7 Bemerkung. (i) Ist R=K ein Korper, so ist eifR-Modulhomomorphismus dasselbe wie eine
K-lineare Abbildung vorK-Vektoriaumen.

(i) Ist a C Rein Ideal, so ist der kanonische Epimorphismufk — R/a R-linear.

(i) Sind M,N,P RModuln,undsindp : M — N, ¢ : N — P R-Modulhomomorphismen, so ist auch
Yoo : M — PeinR-Modulhomomorphismus.

(iv) Es seien M;N RModuln. FRir ¢, € Homg(M,N) und re RmeM setzen wir
(O+W)(m):=d(m) +w(m) und (r-¢)(m):=r-p(m). Damit ist eine Addition und ska-
lare Multiplikation auf der Menge Hogi{M,N) erklart, die Hong(M,N) zu einemR-Modul
macht.

(v) IstM ein R-Modul, so hei3en die Elemente von Hafiv, M) Endomorphismemon M. Durch

die Festlegungp-W:=¢oy fur ¢, € Homg(M,M) wird eine Multiplikation erkért, die
Endomorphismenring Homg(M, M) zu einem Ring macht. Er wirBhdomorphismenringon M genannt. Er hat als
Homg(M, M) Einselement die identische Abbildungd m— m, ist aber im Allgemeinen nicht kommutativ.

(vi) Jeder R-Modulhomomorphismusd : R— M ist eindeutig bestimmt durchp(1gr), denn
o(r) = d(1r-r) =r-¢(1Rr). Dies liefert einerR-Modulhomomorphismus = Homg(R M).

2.8 Lemma (& Definition). Es sei¢:M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann heif3t

Kern Kernd Kerng := {me M| ¢(m) =0} derKernvon¢ undim¢ := {¢(m)| me M} dasBild von¢.
Bild Im ¢ Es istKerng ein Untermodul von Mim¢ ein Untermodul von N¢ ist injektiv genau dann, wenn
Kerng = {0}.

Beweis. Folgt aus den Definitionen wie in der linearen Algebra. O
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2.9 Satz (& Definition). Es sei M ein Untermodul des R-Moduls M. Definierér fme M:
m+M’ :=mmodM’ := {ne M| m—ne M’} die Restklasseon m modulo M

M:={m+M'| me M} die Menge der Restklassem: M — M, m— m+M’. Dann wird fir
mne M, r € R durch(m+M’)+ (n+M’) ;== (m+n)+M’ und r-(m+M’) := (r-m)+M auf M
eine Addition und skalare Multiplikation egit, die M zu einem R-Modul untt: M — M zu einem
surjektiven R-Modulhomomorphismus machenkaint= M’.

M heiRt derRestklassenmodwion M modulo ModerFaktormodulon M nach M. Schreibweise ist
dann M/M’ := M. Die Abbildungm hei3tRestklassenhomomorphismader kanonischer Epimor-
phismusvon M auf M/M’.

Beweis. (1) Auf M wird durchm~ n:< m—ne M’ eineAquivalenzrelation eridrt. Die Aquiva-
lenzklasse, dien enthalt ist geraden+ M’. Deshalb ist die Abbildung wohldefiniert.

(2) Die festgelegte Addition und skalare Multiplikation sind wohldefiniert und madhew einem
R-Modul; das Inverse vom+ M’ beZiglich der Addition ist(—m) +M’, das Nullelement ist
O +M =M.

Dies ist die einzig&k-Modulstruktur vonM, die 1t zu einemR-Modulhomomorphismus macht.
(38) Fur me M ist i(m) = Oy = Om + M’ = M’ genau dann, wenm+ M’ =0y +M’, d.h.me M".
Folglich ist Kermmr= M’.
O

2.10 Bemerkung. Untermoduln vonM sind genau die Kerne voR-Modulhomomorphismen
M — N.

Restklasse
mmodM’ = m+ M’

Restklassenmodul
Restklassen-
homomorphismust

2.11 Lemma (& Definition). Es sei$:M — N ein R-Modulhomomorphismus, und es sei

M’ ein Untermodul von M mit MC Kerng. Dann wird durch m:=m+M’+— ¢(m) ein
R-Modulhomomorphismu® : M/M’ — N definiert. Dieser heiltdurch ¢ induziert Es gilt
Kerng = Kerng /M’.

Beweis.¢ ist wohldefiniert, denn aus n=m folgt m-n=:xeM’, also
d(m) =d(n+x) = d(n) +¢(x) = d(n), dennx € Kernd.

¢ ist offenbar einR-Modulhomomorphismus un@(m) =0 genau dann, wengp(m) =0, also
Kerny = Kerng /M’. O

2.12 Satz (Homomorphiesatz).Es seienp : M — N ein R-Modulhomomorphismus, in Unter-
modul von M undt: M — M/M’ der kanonische Epimorphismus. Dann gilt:

(a) ¢ faktorisiert durch i, d.h., es gibt einen R-ModulhomomorphismyisM /M’ — N mit
¢ =yom

M ¢

NS

M/M’

N

genau dann, wenn MC Kerng. In diesem Fall istp durch¢ induziert und insbesondere eindeutig

bestimmit.

(b) Im¢ = M/Kerné.

induzierter Modulho-
momorphismus
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Beweis. (a) “=" Angenommen,: M/M’ — N existiert. Dann gilt &r m=m+M € M/M’:
d(m) = P(r(m)) = Y(m), d.h. g ist durch¢ induziert. Weiterhin gilty(m) =0< ¢p(m) = 0.
Furme M’ gilt aberd (m) = Y(m(m)) = P(0) = 0, alsoM’ C Kerng.

“<" Ist M’ C Kernd, so folgt die Existenz vorp aus (2.11).

(b) Im FallM’ = Kerng, N = Im ¢ folgt die Existenz vonp : M/Kern¢ — Im¢. Offenbar istp sur-

jektiv und Kernys @1y Kerng/Kern = {0}, d.h.y ist ein Isomorphismus.
O]

2.13 Folgerung. Sind P C N Untermoduln vonM, so induziert der kanonische Epimorphismus
1m: M — M/N einen Isomorphismu@ /P)/(N/P) = M/N.

Beweis.WegenP C N = Kerntt haben wir nach dem Homomorphiesatz ein kommutatives Dia-
gramm
M

Tt

M/N
\ v
M/P/

mit Kerny = Kerntt/P = N/P. Mit Ttist auchy surjektiv. Also folgt nach dem Homomorphiesatz
M/N=Imy = (M/P)/Kermny = (M/P)/(N/P). O

2.14 Satz (Isomorphiesatz).Sind M, M2 Untermoduln von M, so gilt
(M1+ Mz)/Mz = Ml/(Mlﬂ Mz).

Beweis.Es sei ¢ die Komposition von Mg LN M1 + M> LN (M1+Myz)/Mz, d.h.
o: M — M1+M2/M2,m1 —— My + Mo.

¢ ist surjektiv, denn die Elemente vaiMy+ Mz)/M, sind der Formmy +mp+ My = my + My,
m € M1, mp € Mo.

Es ist¢(my) = 0 genau dann, wenm, € My, also folgt Kerrp = M1 N Maz. Somit ergibt sich die
Behauptung aus dem Homomorphisatz. O

2.15 Beispiel. (i) Es seienf,ge R=KIX] teilerfremd. Dann qilt(f)/(f)n(g) = R/g, denn
(f)+(9) = (99T(f,9)) = (1) =R
(i) In Z gilt z.B. (3)/(15) = Z /5Z.
(m=R-m 2.16 Definition. Es seiM ein R-Modul. Istme M, so ist(m) :=R-m= {rm| r € R} ein Un-
termodul vonM. Ist (my)xcp eine Familie von Elementemy, € M mit M = A R-m, so heif3t

Erzeugendensystem (my)aea €in Erzeugendensystewon M. Ist A endlich, dann heif¥1 endlich erzeugtMan schreibt
endlich erzeugt dann(my,...,ms) :=37 ; R-m.

unverkirzbar Ein unverlirzbares Erzeugendensystitrein Erzeugendensystem derart, daf? keine echte Teilmenge
Erzeugendensystem ein Erzeugendensystem ist.
Basis, Ein Erzeugendensystel heil3tBasisvon M, wenn edinear unabléngiguberRist, d.h. fir je end-
linear unabingig  lich viele paarweise verschiedene Elememie...,ms e B gilt: Ist 0= S ;rimy mitrq,...,rs€ R,
so folgtry =... =rs=0.

2.17 Bemerkung. (i) Ist a C Rein Ideal, so isR/a ein R-Modul mit unverkirzbarem Erzeugen-
densysten{1 moda}.
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(i) Ist R=K ein Korper, so ist jedes unvdikzbare Erzeugendensystem eine BasisRI&ein
Korper, so sind minimale ErzeugendensystemekemeBasis.

Beispiel:R = K[X], a = (X3), dannistX® # 0 in R, aberX®(1 moda) = 0 in R/a. R/a hat keine
Basis alsR-Modul, denn &r alleme R/a ist X3-m= 0.

Als R/a-Modul hatR/a die Basis{1g moda}, denn augr moda) - (1 moda) = 0 in R/a flr
r e Rfolgtr € a, d.h.r moda=0inA.

Allgemein: Jeder Ring\ hat alsA-Modul die Basis{1a}.

(iif) Die Elementanzahl eines unverkzbarer Erzeugendensysteme ist im allgemeinen nicht eindeu-

tig bestimmt.

2.18 Definition. Es sei(M, ))ca €ine Familie vorR-Moduln. Dann ist direkte Summe
@ My = {(M\)ren| M € M, fir alleX € A undmy = O firr fast alleh } DreaM
AeN

mit der durch

(My)ren + (M)ren = (M +M)ren
definierten Addition und der durch

F(M)aen = (- M)ren
definierten Skalarmultiplikation eiR-Modul, der diedirekte Summeon (M, )< genannt wird.

IstM,, = Rfur alle € A, so schreibt maR™ := @, ., My. HatA n < « viele Elemente, so schreibt RN, R
manR" stattR"™). Man setzR® := {0R}.
Ein R-Modul heiRtfrei, wenn er isomorph zu eineRModul der FormR™) ist. freie Moduln

2.19 Bemerkung. (i) Die Elemente vorR" sindn-Tupel(ry,...,rp) mitr; € R.
(i) Jeder freieR-Modul R™) besitzt digkanonische Basie) )yca Mit €, = (B Juen -
2.20 Satz.Es sei M ein R-Modul. Dann gilt

(&) Mistendlich erzeugt genau dann, wenn M isomorph zu einem Faktormodul eines endlich erzeug-
ten freien Moduls ist.

(b) M ist frei genau dann, wenn M eine Basis hat. frei < Basis

Beweis. (a) “=" Es sei M=(my,...,ms). Dann ist die Abbildung
¢:RP—M,(rg,...,rs) —rim+...+rgms ein  surjektiver ~Homomorphismus, also
M = Im¢ = R®/Kern$ nach Homomorphiesatz.
P
<" Nach Voraussetzung haben w&Modulhomomorphismef® = R®/N = M, wobeiy ein
Isomorphismus ist. Da surjektiv ist, ist auchp := Y o Ttsurjektiv. Ist{ey, ..., es} eine Basis von
RS, soist{¢(e1),...,d(es)} ein Erzeugendensystem vih (Dennm= ¢(3 rie) = S ridp(a)).

(b) Die Abbildung¢ im ersten Teil des Beweises von (a) ist injektiv (also ein Isomorphismus) genau
dann, wenf{my,...,ms} linear unabBAngig ist.

O

ein Untermodul deB?. Folglich
) bzw. (0,1) erzeugt wird.

2.21 Beispiel.Es seiR = K|x,y,Z]. DannistM = ((x,y), (y,2))
ist R?/M ein R-Modul, der durch die Restklassen & von (1,

Die Elemente voriR?/M sind von der Form
(r1,r2) +M =r1(1,0) +r2(0,1) + M =r1[(1,0) + M] +r2[(0,1) + M] = r18; + ro&.

CR
0
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2.22 Definition. Es seiF ein endlich erzeugter frei&?-Modul. Dann heif3t die Anzahl der Elemente
Rang einer (jeder) Basis voR derRangvonF. Er ist wohldefiniert nacltubung 15.

[Tip: Zurtckfuhren auf Situation bei Vektdiumen.]
Ist R= K ein Korper, so ist der Rang vdh gerade die Vektorraumdimension.

2.23 Definition. SeiM ein R-Modul.

a-M (i) Ista C Rein Ideal, so ist das Produkt

S
a-M:= {Zlaim‘ seN,g € a,m EM}
i=
ein Untermodul vorM.

(i) Ist N ein Untermodul vorM, so ist
N:M:=N3RgM:={reR| r-MCN}
QuotientenideaN : M ein Ideal vorR, genannuotientenideal
Annulator AnrrM (i) Das Ideal 0 g M = {r € R| r-M =0} heiB3t derAnnulatorvon M. Bezeichnung AngM.

2.24 Beispiel. (i) Anng(R) = (Or), dennrlg = Og genau dann, wenn=Og. Ist F ein freierR-
Modul, so ist Ang(F) = (Or).

(i) Anng(R/a) = a.

(iii) Der Modul R?/M aus Beispiel (2.21) ist nicht frei, denn:
(x2—¥?)(1,0) =2(xy) + (-Y)(%,2) €M
und
(x2=y?)(0,1) = (=Y)(x.Y) +X(¥%,2) € M,

also 0# xz—y? = det<§ y> € Anng(R2/M).

z

2.25 Lemma. Es sei M ein R-Modul, und es seiC Anng(M) ein Ideal. Dann besitzt M auch eine
(R/a)-Modulstruktur.

Beweis.Wir tibernehmen die Addition voll als R-Modul, aber wir definieren eine neue skalare
Multiplikation durch

r-m=(+a)-m=rm furreR meM.
Dies ist unabhngig von der Auswahl des Réentantem der Restklasse+ a, daa-M = 0, also
wohldefiniert und leistet das Gémschte. O

2.26 Beispiel. (i) Ist a ein Ideal vonR, so istR/a auch einR/b-Modul fiir jedes Idealb mit
b C Anng(R/a) = a.

(i) Ist M ein R-Modul und ist aCR ein Ideal, so istM/aM ein R/a-Modul, denn

a C Anng(M/aM).
HR(M) 2.27 Definition. Es seiM ein endlich erzeugtéR-Modul. Dann bezeichnen wir mitg(M) := pg(M)
die minimale Anzahl der Elemente eines Erzeugendensystemng asR-Modul.
minimale Ein Erzeugendensystem nitM) Elementen heil3t eiminimales Erzeugendensystem

Erzeugendensysteme |5t R K ein Korper, alsoM ein endlich erzeugteK-Vektorraum, so ist ein Erzeugendensystem
von M unverkirzbar genau dann, wenn es minimal ist, genau dann, wenn es eine Basis ist. Dann ist

H(M) = dimg (M).
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Ist R kein Korper, so nissen unverlirzbare Erzeugendensysteme, nicht minimal sein. Betrachte

(1—=xx) = (1) =KI[x.

Wir wollen nun sehen, daf3 die Situatither lokalen Ringen besser ist.

2.28 Definition. Ist R ein Ring, so nennt man den Durchschnitt RR)daller maximalen Ideale von

R dasJacobson-Radikalon R. RadR) ist ein Ideal vorR. Jacobson-Radikal

RadR)
2.29 Beispiel. (i) RadK][x,...,X]) = (0).

(i) Ist (R,m) ein lokaler Ring mit dem (einzigen) maximalen Idealso ist RadR) = m.
2.30 Lemma. Fir ein Element a eines Ringes R simglivalent:
(a) ac RadR),
(b) 1—abe R* furalle be R.

Beweis. (a)=-(b): Ist 1—ab ¢ R*, also(1—ab)R# R, so gibt es ein maximales Idealvom R mit
1—abe m. Wegena € RadR) C m ist auchab € m, folglich 1= (1—ab) + (ab) € m # R, Wider-
spruch. (b»-(a): Antithese: Es seh ein maximales Ideal voR mit a ¢ m. Dann istaR+m =R,
alsoab+r = 1 fur geeignetd € R, r € m. Daher ist - ab=r € m keine Einheit, Widerspruch.O

2.31 Bemerkung. Ist (R,m) ein lokaler Ring, so isR* = R\ m.

Beweis.Es ist klar, dafin Z R*, alsoR* C R\ m.

Ist umgekehra € R\ m, abera ¢ R*, alsoaR+# R, so muf3a im einzigen maximalen Ideal enthalten
sein, alsa € m, Widerspruch. O

2.32 Lemma (Lemma von Nakayama (1912-1964))st M ein endlich erzeugter R-Modul und
a C R ein Ideal mita C RadR), so folgt aussM = M schon M= 0.

Beweis.Nach Voraussetzung besitM ein minimales Erzeugendensystefmy,...,ms}. An-
tithese: s> 0. WegenaM =M gibt es dann eine Gleichungx= 757 ;am mit & ca, al-
o] (1—as)ms:zis;11a4m. Wegen as € a C RadR) ist 1—as eine Einheit (nach 2.30), also
ms € Rmy + ... + Rmy_1 im Widerspruch zur vorausgesetzten Miningivon{my, ..., ms}. O

2.33 Folgerung. Ist (R,m) ein lokaler Ring,K := R/m undM ein endlich erzeugteR-Modul, so
sind fur Elementamny, ..., ms aquivalent;

(@ M=Rm+...+Rm,

(b) die Restklassermy,...,mse M/mM der m € M bilden ein Erzeugendensystem d&s
Vektorraumesvl /m.

Beweis. (a)=(b) klar.

(b)=(a) AusM/mM = Kmy + ...+ Kmg folgt fir N:=Rm +...+Rm;, aberM =N+ mM, also
M/N=m-(M/N). [da(M/N)/m(M/N) = (M/N)/((N4+mM)/N) = M/(N+mM) = 0] Aus dem
Nakayama-Lemma folgt nudl /N = 0, alsoM = N. O

2.34 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von (2.33) gelten:

(8) W(M) = dimy (M /mM),
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(b) {my,...,ms} C M ist ein minimales Erzeugendensystem Wrgenau dann, wenfim, ..., M}
eineK-Basis vonM /mM ist.

(c) (Auswahlsatz) Jedes Erzeugendensystenienthalt ein minimales Erzeugendensystem. Jedes
unverkirzbare Erzeugendensystem ist minimal.

(d) (Erganzungssatz) Elementa,...,ms € M lassen sich zu einem minimalen Erzeugendensystem
erganzen genau dann, wenn ihre Restklagggn. . ,;ms € M/mM linear unabBngigiiberK sind.
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3 Noethersche Moduln

Diese Strukturen wurden 1921 von Emmy Noether eialggfund untersucht. Sie gestatten Endlich-
keitsaussagen.

3.1 Definition. Ein R-Modul M heif3tnoetherschwenn jeder Untermodul vol, also insbesondere
M selbst, endlich erzeugt ist.

3.2 Beispiel. Es seiR ein noetherscher Ring. Dann Rtein noetherscheéR-Modul, denn die Unter-
moduln vonR sind Ideale vorR, also endlich erzeugt.

3.3 Satz. Fur einen R-Modul M sinéquivalent:

(&) M ist noethersch,
(b) Jede aufsteigende Kette von UntermodulndM, C ... von M wird statiofr,

(c) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M &flttkin “ C”-maximales Element
Beweis.Analog zu Satz (1.6.1). O

Wir wollen nun weitere noethersche Moduln konstruieren. In diesem Zusammeritaag fvir eini-
ge Begriffe ein, die eine Formalisierung von StandardschluRweisen gestatten (“DiagramiitijKalk

3.4 Definition. (i) Eine Folge/Sequenz vdrR-Moduln undR-Modulhomomorphismen

...Mk,ld)k—71>|\/|kﬂ>|\/|k+1—>...

keil3t einkomplex wenn fir allek € Z gilt ¢y o ¢px_1 =0. Komplexe

Die Sequenz heifixaktin My, wenn Imby,_1 = Kerngy. Sie heil3exakte Sequenwenn sie in  exakte Sequenzen
allenMy, k € Z, exakt ist.

Eine exakte Sequenz der Form

0O—M-—M-—M—50

heildtkurze exakte Sequenz kurze exakte
Sequenzen
(i) Ist I¢C: |\|/|< _)rq)N ein Homomorphismus voR-Moduln, so hei3N/Im¢ derKokernvon N. Sym- Kokern Cokerrp
ol Cokernb.

3.5 Bemerkung. (i) Es qilt O—>M/LM ist exakt genau dann, wen® injektiv ist.

M -5 M7 — 0ist exakt genau dann, welnsurjektiv ist.

(ii) Ein Homomorphismug : M — N von R-Moduln ist surjektiv genau dann, wenn Cokéra: 0.

(iii) 1st M’ ein Untermodul vorM, so ist die Sequenz
0—M--5M-S5M/M—0
exakt, wobei ¢ die Einbettung undtt der kanonische Epimorphismus ist. Es ist
Cokerre = M/M’. Dies ist das “Musterjederkurzen exakten Sequenz.

3.6 Lemma. Eine Sequenz von R-Moduln (und R-Modulhomomorphismen)
0o—m-EmEwm —o

ist exakt genau dann, wenp ist injektiv, { ist surjektiv undy induziert einen Isomorphismus

Cokernp = M”.



16 it 3 Noethersche Moduln

Beweis."=" Die ersten beiden Aussagen sind klar nach (3.5). Wegen Mefrim ¢ gibt es nach
dem Homomorphiesatz ein komm. Diagramm

M llJ M//
Q‘ a/v
M/Im¢
wobeia durchy induziert ist und Kert = Kern/Im¢ = 0. Da mity aucha surjektiv ist, ista ein
Isomorphismus.

“«<" Da Y einen Isomorphismug : M/Im¢$ — M” induziert folgt nach dem Homomorphiesatz
Im¢$ C Kerny und 0= Kerna = Kerny/Im¢@, also Kernp = Im¢. Der Rest ist klar. O

3.7 Satz. Es sei

Y VL VL NV U
eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist M noethersch genau dann, wenn M’ und M”
noethersch sind.

Beweis.“=" Ist M{ C MJ C ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln vdi’, so ist
w=t(M7) c p1(M5) C ... (als Urbild) eine aufsteigende Kette von Untermoduln MarDiese wird
statiorar, also auch die urspngliche Kette, denp(@~1(M/")) = M/, day surjektiv ist. Also istM”
noethersch.

Analog induziert jede aufsteigende Kette von UntermodulnMérine aufsteigende Kette von Un-
termoduln vorM, wird also statio@r. Also istM’ noethersch.

“<" Es sei MpC My C... eine aufsteigende Kette von Untermoduln vdh Dann sind
d~1(M1) c ¢~ 1(M2) C ... und Y(M1) C P(My) C ... aufsteigende Ketten iM’ bzw. M”. Diese
werden statioar. Daher wird auch die ursingliche Kette staticir, denn aug=1(M;) = ¢ "1(M; 1)
undy(M;) = W(Mi41) folgt M; = Miy1. Sei dazun € M1 1. Zu zeigenm € M;.

Fall 1: Es seim< Im¢, d.h. es gibt eim’ € M’ mit ¢(m') =m. Also v € d~1(Mi;1) = d~1(My),
daherm=¢(m') € M;.

Fall 2: Sei me Mj;1 beliebig. Es istyy(m) € Y(Miy1) = W(M;), also gibt es einne M; mit
P(n) = Pp(m), d.h.m—n e Kernp = Im¢. Nach Fall 1 ist alsm —m e M;, somitm € M;. O

3.8 Folgerung. (i) Unter- und Faktormoduln eines noetherschen Moduls sind noethersch.
(i) 1st M noethersch undll ein zuM isomorpher Modul, so ist audk noethersch.

3.9 Folgerung. Sind My,...,Ms, s€ N, noethersch&-Moduln, so ist auch ihre direkte Summe
@;_1 Ms noethersch.

Beweis.Betrachte die Sequenz

M (0,....0,ms) o (M, ..., Me)—(My,...Ms_1) s1
0—Ms = =57 PM T STTEYPM — 0.
i=1 i=1
Diese ist offenbar exakt, so dal? die Behauptung aus (3.7) per Indukies folgt. O

3.10 Satz. Endlich erzeugte Moduliiber noetherschen Ringen sind noethersch.

Beweis.Es seiR ein noetherscher Ring, und es 9di ein R-Modul mit Erzeugendensystem
{my,...,ms}. Nach (2.20) isM isomorph zu einem Faktormodul eines endlich erzeugten freien Mo-
dulsF. HatF den Rang, so istF = R'. Nach (3.9) isF noethersch, somit aud¥t (nach 3.8). [
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3.11 Notation. Ein Diagramm kommutative
M ; a N Diagramme
\ V/’
P
von R-Modulhomomorphismen heifommutatiy wenn a = yo 3, was gelegentlich durch einen
Kringel bezeichnet wird.
3.12 Bemerkung (& Notation). (i) Es seiA € RP*9 eine Matrixtiber dem RingR. Dann ist die
Abbildung
op:RI—RP (rl,...,rq)t »—>A(r1,...,rq)t
ein R-Modulhomomorphismus. Wir setzen KernA, ImA, CokerrA

KernA:=Kernda, IMmA:=Imda, CokerrA:= Cokernpa.

(ii) Essei¢ : F — G einR-Modulhomomorphismus zwischen freien Moduln vom Rariozw. p.
Es seien{ f,..., fq},{01,...,9p} Basen vorF bzw.G. Dann gibt ess;j € Rderart, daf gilt

P
¢(fj) :_;ajgi, i=1...,0

Dann heif3t die MatriXA = (a;j) € RP*9 die Koordinatenmatrixvon ¢ beziglich der gevathlten  Koordinatenmatrix
Basen. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

s fi+... +5fq F o G rigi+...+rpdp
(St,---,59)" RA A RP (r1,....rp)"

3.13 Satz. Es sei M ein endlich erzeugter Modiber dem noetherschen Ring R. dann hat M eine
Prasentationsmatrjd.h. es existiert eine Matrix A RP*9 derart, daRCokernA = M. Prasentationsmatrix

Mit anderen Worten: Es gibt eine exakte Sequenz
RAR M0

Je zwei Pésentationsmatrizen von M gleichen Formats sindivalent.

Beweis. Es sei{my,...,mp} ein Erzeugendensystem vivh Dann ist die Abbildung
O:RP—M, (ry,....,rp) —rim+...+rpmp

surjektiv. Als Untermodul vorRP ist Kernd endlich erzeugt. Folglich gibt es einen Epimorphismus
Y : R — Kerng.

Betrachte das Diagramm mit der Einbettungnda ;= go :
a ]

RP —— M
A

Kern¢

0

DN
7

Dann gilt Cokermt = RP/Ima = R/ Kern$ = Cokerre = M (3.6). Die Behauptung folgt dann al-
S0, wenn wirA als eine Koordinatenmatrix vamwahlen.

Die zweite Behauptung islbungsaufgabe 16. O

RA
0
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3.14 Definition. Eine exakte Sequenz véiModuln

.—FhR—FR—M-—0,
in der Ry, Fy,... endlich erzeugte frei®Moduln sind, hei3freie AufbsungdesR-Moduls M. Sie
heil3tendliche freie Aufisung falls es einv € IN gibt mit i = 0 furi > v. In diesem Fall hei3 die
Langeder Aufidsung.

3.15 Satz. Jeder endlich erzeugte Modul lber einem Noetherschen Ring R besitzt eine freie
Aufldsung.

Beweis. Wir iterieren das Argument aus (3.13): Esgei— /R — ... —m FF—FR —M —0
eine schon gefundene exakte Sequenz, inFder.., R freie R-Moduln sind. (Existenzifr | = 0,1
klar nach (3.13)) Als Untermodul des Noetherschen Modulsst Kernd, endlich erzeugt, also
gibt es (2.20) einen Epimorphismas. /1 —» Kern¢y, in derF_; ein freierR-Modul ist. Setze
111 :=€oda. Dannist die Sequenz

R b R iy - Fo - M -0
or\A /
Kerng,
0 0
exakt nach Konstruktion. O

3.16 Beispiel. (i) SeiR=K][x,y] undM = R/(x,y).

Kernd, — 0 Pl L I L ~ R/(XY) —— 0

Kerndr =R(-y,x)!  (xY)

Es ist (ri,rp)! € Kerng; genau dann, wenn 9 (x,y)-(ry,ra)! =rix+rpy=0, also
rix= —rpy. Folglich gibt es einr e R mit ry =r(-y) und nach Kirzenr,=rx, d.h.
(r1,r2)t € Kerngs genau dann, wenfry, ra2)t = (r(—y),rx)t =r(—y,x)".



Algebraische Geometrie Il Sommersemester 2001 Nerson 19

(i) BetrachteM = R/(x,y)?

Kerng, =0 - R R3 R » R/(x,y)>—0

ayd
NN

Ist (r1,r2)t € Kerndy, so folgt 0=ry(—y) +r2-0= —ryy, alsor; = 0 und 0= ry0+rx = ryX,
alsor, = 0, d.h. Kernp, = {(0,0)!}.

Im allgemeinen sind freie Aufsungen nicht endliciUber Polynomringen gilt aber folgender

3.17 Satz (Hilbertscher Syzygiensatz)lst M ein endlich erzeugter Modiiber einem Polynomring
R, so besitzt M eine freie Adflung der Bnge< dimR.

Ohne Beweis.

Fur die Betrachtung kommutativer Diagramme ist aitaiich:

3.18 Lemma (Schlangenlemma)Es sei

0 - M UVM B'M”

0

¢/ ¢ ¢//

0 N e N - 0

ein kommutatives Diagramm. Dies induziert eine exakte Sequenz
0 — Kern¢’ — Kernp — Kern¢” -2 Cokernp’ — Cokernp — Cokernp” — 0

wobeio durchy 1o o B~ “induziert” wird (1 ist keine Abbildung). Die Abbildung heiRtVer-
bindungshomomorphismus

Beweis. (i) Konstruktion von o: Es sei m’ € Kerng”. Da [ surjektiv ist, gibt es ein
me M mit B(m) =m’. Die Kommutativiit liefert 5(¢(m)) = ¢”(B(m)) = ¢”(m") =0, also
¢(m) € Kernd = Imy. Setzes(m’) := y~1(¢(m)) +1m¢’ € Cokernp’.

(i) Wohldefiniertheit von o: Dazu sei nfieM mit B(Mm=m’". Zu zeigen:
y HOm) -y Ho(m) eim¢’.  Es ist  O=P(M)—p(m)=p(M-m),  also
ist Mm—meKermnB=Ima, daher Mm—m=a(m) fur ein meM. Es folgt
Y HO0M) —y L((m) =y H$(M—m) =y (@ (a(n))) “Cy Ly(¢'(m))) = ¢'(m) € Im¢'.

(iii) Die anderen Abbildungen in der Sequenz sind dueci8,y bzw. & induziert. Die Exaktheit
rechnet man nach.

O
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4 Assoziierte Primideale, Prinérzerlegungen

Assoziierte Primideale eines Moduls tragen wichtige Informatiaitesr den Modul.

4.1 Definition. Es seiM ein R-Modul.

Spektrum Spe®) (i) Die Menge Spe®) der Primideale R von R heif3t dasSpektrumvon R.

assoziierte Primideale (i) Ein Primidealp € Spe¢R) heildtassoziiertes Primidealon M, wenn es eirm € M gibt, so dal3
Asx(M) p = Annm:= Anng(Rm).

Die Menge der assoziierten Primideale Wirwird mit AsssM bzw. AsM bezeichnet.
Primteiler (i) Ist a C Rein Ideal, so heilen die assoziierten Primideale irkf86a) die Primteiler von a.

(Nicht-)Nullteiler (iv) Ein Elementr € R heif3tNullteiler von M, wenn es eirmn € M\ {Oy } gibt mit rm = 0, andern-
falls Nichtnullteilerbzw. M-regular.

(Og ist ein Nullteiler, fallsM # 0.)

4.2 Beispiel. Es sei R=K][x,y,Z der Polynomring in drei Variablen,a= (x?y) und
R=R/a=R/(xy)R.

(i) Dann istxy ein Nullteiler vonR, dennx := x+a # 0z = 0, abernxy-X = x2y = 0.

(i) Fur Xy=xy+a gilt Anng(Xy) =x-R, denn ausf € Anng(xy) folgt 0= f(Xy) = fxy, also
fxyc a = x?yR Da R faktorieller Ring undx,y Primelemente vorR sind, folgt X|f, also
f € x-R. Dies zeigt Ang(Xy) C xR aber die umgekehrte Inklusion ist klar.

(i) Da x ein Primelement ist, istRein Primideal vorR, also ist(x) = xRe Asx(R).
(iv) Analog ergibt sich Anp(x2) = yR= (y) € Ask(R/a). Somit sind(x) und (y) Primteiler von
a=(%y) = () N(y)-
(v) zistR-regubr, denniir f := f +a € Rfolgt aus0 = zf = zf, alsozf € a = (x%y), somitx?y|f,
daherf = 0.
4.3 Satz. Es sei R ein noetherscher Ring, und es sefMein R-Modul. Dann gilt:

(a) Jedes maximale Element der Familie von Idealen
F :={Anng(m)| me M\ {0}}
ist ein assoziiertes Primideal von M. Insbesonderdiik(M) =~ 0.

(b) Die Menge aller Nullteiler von M ist die Vereinigung aller assoziierter Primideale von M.
Beweis. (a) Es sei Anp(m) € ¥ ein maximales Element vofi. Zu zeigen: Ang(m) ist ein Prim-
ideal.

Dazu seiena,be R mit a-be Anng(m) und b ¢ Anng(m). D.h. abm=0, aber bm= 0.
Wegen Ani(m) C Anng(bm) folgt aus der Maximalit die Gleichheit, also insbesondere
a < Anng(bm) = Anng(m).

DaR noethersch ist, endéit 7 maximale Elemente, somit ist Agdv) # 0.

(b) Ist am=0 fur a€ R und me M\ {0}, so istae Anng(m) € ¥. Nach (a) existiert ein
p € Asx(M) mit Anng(m) C p.

O
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4.4 Lemma. Ist M ein R-Modul und me M, so gilt ur den Untermodul Rm von M:
Rm2 R/ Anng(m)
als Untermoduln.

Beweis.Durch a—— am wird ein Epimorphismus ¢ : R— Rm definiert. Offenbar ist
Kerng = Anng(m). Somit liefert der Homomorphiesatz die Behauptung. O

4.5 Lemma. Es sei N# 0 ein Untermodul des R-Moduls M. Gibt es ein Primidealon R mit
N = R/p (als R-Modul), so gilAnng(n) = p fur alle ne N\ {0} und insbesondeng € Assz(M).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es einen IsomorphisnuR/p — N. Es sein:= ¢(1g/,). Dann
folgt N=Rmund Anrk(m) =p. Zu jedemn e N\ {0} gibt es einac€ R mit n=a-m. Somit ist
p = Anng(m) C Anng(n). Gabe es eib € Anng(n) \ p, so folgteabm= 0, abebm+ 0, somit wegen
abe pundb ¢ p abera € p, d.h.n=am= 0, im Widerspruch zu # 0. O

4.6 Satz. Es sei
o—mtm M o

eine kurze exakte Sequenz. Dann gilt
AssM’ C AssM C AssM’ UAssM”.

Beweis.Die erste Inklusion ist klar wegen Lemma (4.5). Wir zeigen nun die zweite: Es sei
p € AssM. Somit gibt es einme M mit p=Anng(m) und fur N=Rm gilt N=R/p (hach
(4.4)). Ist (M )NN #£0, so gibt es einm € M’ mit n:=¢(m') € N\ {0}. Nach (4.5) folgt

p = Anng(n) = Anng(n), alsop € AssM’

Ist ¢(M)NN=0, d.h. KermnpnN=0, so folgt aus dem Homomorphiesatz
W(N) =2 N/KerngnNN = N = R/p. Wegen (4.5) ergibt sich algoc AssM”. O

4.7 Lemma. Es sei M ein endlich erzeugter Moditber dem noetherschen Ring R mitAD. Dann
gibt es eine Kette von Untermoduwn= Mo C M1 C M2 C ... C My =M derart, daB@iri=1,...,n
gilt Mj/Mi_1 =2 R/p fir einp € Spec¢R).

Beweis. Wir wahlen einp; € Assz(M). Dann gibt es einen Untermodil; von M mit M1 2 R/p1,
dennps = Anng(m), also istRm= R/p1. Ist M # M1, so wahlen wir einpy € Assz(M/M1). Dann
existiert ein UntermoduM, von M mit My/M; = R/p,. Auf diese Weise kann man jede Kette
0=MogC M1 CM2C ... C Mg mit Mj/M;_1 =2 R/p; durch einen ModuMy,, “verlangern”, falls
Mg # M. Da M noethersch ist, wird jede aufsteigende Kette statioDaraus folgt die Behaup-
tung. O

4.8 Satz.Ist M ein endlich erzeugter Modiiber dem noetherschen Ring R, so ist die Mekgg(M)
endlich.

Beweis.Sei 0=Mo C M1 C Mz C ... € M, = M eine Kette von Untermoduln mi; /M;_1 = R/pj,
pi € Spe¢R),i=1,...,n. Wegen Asg(R/pi)={pi} (nach (4.5)) folgt durch Anwendung
von (4.6) auf 0— Mj_1 — Mj — R/pi — 0 aber Asg(M;) C Asx(Mi_1)U{pi}, also
Ask(M) C {p1,....pn}. O

4.9 Folgerung. Ista C Rein Ideal des noetherschen Rindgeso ist die Menge der Primteiler ven
endlich.

Beweis. Ra ist alsR-Modul durch 14+ a erzeugt. Daher ist AggR/a) endlich. O
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primare Untermoduln  4.10 Definition. Es seiN ein Untermodul de®-ModulsM. Dann hei3N ein primarer Untermodul

von M, wennN # M undM/N genau ein assoziiertes Primideal hatplslieses Primideal, so heif3t
p-primar N auchp-primar oder zup gelrig.

4.11 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist der Durchschnitt endlich viel@timarer
Untermoduln eines R-Moduls M wiedeprimar.

Beweis.Es getigt, dies @ir zwei p-rimare UntermodulnN;,N, CM zu beweisen. Dann ist
M/N1N Ny £ 0, also # Assk(M/N1 N N) nach (4.3). Wir betrachten die exakte Sequenz

0— N1/N1ﬂN2 — M/NlﬁN2—> M/N1 — 0.
Mit (4.6) ergibt sich dann wegeN; /N3 NNz 2 (N1 + N2) /N

@ # AsR(M/Ni N N2) € Assr(N1+ N2/Nz) UAssz(M/Ny) (4§6) AsR(M/Np)U{p} = {p}.
Also ist Asg(M/N1NNg) = {p}. O

Irreduzibilitat 4.12 Definition. Ein UntermodulN des R-Moduls M heil3t irreduzibel (in M), wenn gilt: Ist
N = U1 NUs fur UntermodulriJ, U, von M, so folgtN = U; oderN = Us.

4.13 Lemma. Ist R noethersch und ist B M ein irreduzibler Untermodul von M, so ist N prém

Beweis. (i) Nistirreduzibel inM genau dann, wenn der Nullmodulfh/N irreduzibel ist.
(i) WegenM /N #£ 0 ist Ask(M/N) # .

(iii) Antithese: Es seiemp1,p, verschiedene Primideale in Ag8/N). Dann gibt es irtM /N Un-
termodulnU;,U; mit U; 2 R/p; undUz 2 R/p2 nach (4.4). Br x € UpNU; mit x # 0 folgte
ANNR(X) = p1 und Anrk(x) = p2; Widerspruch. Somit ist)y NU, = 0. Da(0) in M/N irredu-
zibel ist (nach (i)) folgtJ; = 0 oderU, = 0; Widerspruch.

Also hat Asg(M/N) genau ein Element.
O

Primarzerlegung  4.14 Definition. Eine Primarzerlegung eines UntermodulsN C M ist eine Darstellung
N=QiN...NQs, wobeise N undQq,...,Qs primare Untermoduln voM sind.

reduzierte Sie heilRtreduziertePrimarzerlegung, wenn gilt
Primarzerlegung

() Ny Qi Qifuri=1,....s
(ii) ist Q; pi-primar, so istp; # p;j furi # j.
Primarkomponenten Die dann auftretenden Modu(@y, ..., Qs heilBenPrimarkomponentedieser Zerlegung voN.

4.15 Satz (Existenz einer reduzierten Prirérzerlegung). Es sei R ein noetherscher Ring und es sei
M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann besitzt jeder Untermoddl M eine reduzierte Prifrzer-
legung.

Beweis.Analog zu (1.7.17). O
4.16 Beispiel. Es seiR ein faktorieller Ringund ¥ a€ R Ista= e:p';1 .- pks eine Primfaktorzerle-

gung vona in paarweise nicht assoziierte irreduzible Elemante. ., ps mit € € R*, ki € N, so ist
(a) = (P4)N...N(p%) eine Prinarzerlegung des Hauptidedls).
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4.17 Satz (1. Eindeutigkeitssatz)lst R noethersch, und ist N M ein Untermodul mit einer redu-
zierten Prin@rzerlegung N= Q1 N...N Qs, Wobei Q pi-primar sei, so isAsk(M/N) = {p1,...,ps}.

Die in einer reduzierten Prigéirzerlegung von N auftretenden Primideale sind durch M und N ein-
deutig bestimmt.

Beweis.Es selJ; := N+ Qi alsoN = U; N Q; undU; # N.

“D" Es folgt aus dem Isomorphiesatf0) #Ui/N=U;/UiNQ = (Ui +Q;)/Q CM/Q;, al-
(4.6)

s0 @ # Ask(Ui/N) C As(M/Qi) = {pi} und somit {p;} = Asx(Ui/N) C As(M/N), also

{pla e 7pS} g ASS?(M/N)

“C” Durch Induktion nachs s=1, klar. s>1, dann Ui = Nj# Qj ist eine reduzierte

Primarzerlegung vorlJ;, also nach Induktionsvoraussetzung #$8/U;) = { p; | j#i}. Wegen
M/U; = (M/N)/(U;/M) ergibt sich nach (4.6) aus -6—U;/N — M/N — M/U; — 0, dal

ASR(M/N) C Assr(Ui/N) UAsR(M/Ui) = {pi} U{pi|i # j}. O
4.18 Lemma. Es sei M ein endlich erzeugter Modiltber dem noetherschen Ring R. Dann gilt
VANNM = () »p.
peAssM

Beweis.“C” Es seia € v/AnnM, d.h.aM = 0 fiir eink € N. Dann folgt fir allep = Annm & AssM
mit me M wegenakM = 0 aberaX € p, alsoa € p.

“2" Seia¢ vVAnNnM und es seM = Rm; + ...+ Rm. Gabe ek € N mit akm, = 0, so ware fr
k:=max{ky,...,ks} aberakM = 0; Widerspruch. Also gibt es em € M derart, da¥m+ 0 fir alle
k € N. Unter allen solchen Elementemwahle eines, etwa, mit maximalem Annulatop := Annx.

(i) Per Definition vorx gilt dannaX ¢ p fir allek € N
(i) p ist ein Primideal, denn gilbcep fur b,ce R, so folgt bcx=0, also ce Ann(bx)
(2 Annx=1p).

Fall 1: Ist abx=£0 fur alle ke N, so folgt aus der Maximakt von p = Annx schon
Ann(bx) = Annx, alsoc € p.

Fall 2: Es seiakbx=0 fur ein ke N. Dann istbe Ann(ax). Wegen al ¢ Annx=p
fur alle je N folgt al ¢ Ann(akx), daher aus der Maximadit von p =Annx aber
b € Ann(akx) = Annx = p.

Aus (i) und (i) folgtmf pe AssM unda ¢ p. O

4.19 Folgerung (Kriterium fir Prim armoduln). Es seiM ein endlich erzeugter Modiilber dem
noetherschen RinB. Dann gilt

(a) Ein UntermoduN C M ist primar genau dann, wenfifalleac R me M gilt
(2) ameNAmM¢N=— FkeN: aM CN.

(b) IstN einp-rimarer Untermodul voM, so istl := Ann(M/N) ein p-priméres ldeal.

(c) Ein Idealq C Rist ein primarer Untermodul voir genau dann, wengein Primarideal ist.

Beweis. (a) “<" Ist p € As§YM/N), so sind allea € p Nullteiler von M/N (4.3), also gibt es zu
acpeinme M\ Nmita(m+N) =0, d.h.ame N. Mit (2) ergibt sicha € /1 := \/Ann(M/N),
somit p C+/I. Nach (4.18) gilt VI =y casqmn) ' S p. Also folgt p=+/1 und somit
AssM/N) = {p}. Daher istN ein primarer Untermodul.
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“="Ist Ass(M/N) = {p}, so folgt fir jeden Nullteilera € R von M/N nach (4.3)a € p, also
wegen (4.188K € | = Ann(M/N) fiir eink € N. Somit ist (2) erfillt.

(b) Es seierp,bc Rmit abe |, aberb ¢ I, d.h.ab(M/N) = 0, aberb(M/N) # 0. Somit ista ein
Nullteiler vonM /N, alsoa € p (nach (4.3)). Abep = /1 (4.18), d.h.] ist einp-primares Ideal.

(c) Folgt durch Vergleich von (2) mit Definition (1.7.5).
O

4.20 Bemerkung. Fur ein Ideala C R stimmen die Definitionen der Primzerlegung in (1.7.16) und
(4.11) tberein. Insbesondere sind die Primteiler wogenau die im Sinne von Definition (1.7.21)
assoziierten Primideale van Diese Definition werden wiriknftig nicht mehr verwenden.

Beispiel: R=K[X], g = (X?). Ask(R/q) = {(X)}, aber Asg(q) = {0}, daR Integritatsring.
4.21 Bemerkung. Ist M ein endlich erzeugter Moduliber dem noetherschen Rirg, und

ist Oy =Q1N...NQs, wobei {pi} =AsgM/Q;) die Primarzerlegung des Nullmoduls, so ist
ASR(M) = {p1,...,ps}.

Beweis. Dies folgt aus dem ersten Eindeutigkeitssatz (4.17). O

4.22 Definition. Es seiN ein Untermodul vorM mit reduzierter PrirarzerlegundN = Q1 N...NQs,
AssM/Q;) = {pi}. Dann heil3en die minimalen Elemente{ipy,...,ps} isolierte Primidealevon
M/N und die entsprechend&p; isolierte Primirkomponenteron N. Die verbleibenden Primideale
bzw. Primarkomponenten heil3aingebettet

4.23 Beispiel. Im PolynomringK[x,y] gilt (x2,xy) = (X) N (x?,y) = (X) N (x?,x+y). Dabei ist(x)
ein isoliertes Primideal unéx?,y) bzw. (x?,x+y) sind eingebettete Prianideale, die zum Prim-
ideal (x,y) getbren. Der Name “eingebettet” ekt sich geometrisch: Es ist(x?,y) C V(x) und
V (X%, x+Yy) CV(X).

4.24 Satz (2. Eindeutigkeitssatz) Es sei N ein Untermodul von M mit reduzierter Pérrerlegung
N=Q1N...NQs. Dann sind die isolierten Priirkomponeneten von N eindeutig durch M und N
bestimmt (d.h. unal@imgig von der ge@hlten Prinérzerlegung von N.)

Obacht:Die analoge Aussage ist falsalirfeingebettete Prigrkomponenten.

Beweis.Dies beweist man mit Hilfe der Lokalisierung von Moduln und soll hier nicht gezeigt wer-
den. O

4.25 Definition. Die Krull-DimensiondimR eines Ringe®R ist das Supremum derdngenn der
Primidealketten

PoCP1C ... Chn
in Spe¢R).
Die Hohe Hp) eines Primidealp € Spe¢R) ist das Supremum derdingen aller Ketten mii, = p.
Die Hoheeines beliebigen IdeatsC Risth(a) :=inf {h(p) | p € Spe®, a C p}

4.26 Beispiel. (i) Im PolynomringR= K|[Xo, ...,%n] hat man die Primidealkette

(0) g (XO) g (X07X1) -,C«- g (XOw--aXn)-
Daraus folgt difR > n+ 1. Es ist difR=n+1 undh(xo,...,%) =i+ 1. (Ohne Beweis)

(i) EsistdimZ =1 undh(0) =0, und fir jede Primzahp € Z gilt h(p) = 1.

(iii) Ist Rein Integrifitsring, so ist difk = 0 genau dann, wenR ein Korper ist.
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Beweis. Im Integritatsring ist(0) ein Primideal. O

4.27 Lemma. Es seia C R ein Ideal. Dann gilt

(a) Ist R noethersch, so gelten
h(a) =min{h(p)| p € Asx(R/a)} unddim(R/a) = max{dimR/p|p € Asxx(R/a)}.
Insbesondere istimR/a = dimR/+/a.

(b) dimR/a+h(a) < dimR

Beweis. (a) Es seP € SpedR ein Primideal mita C P. Wegen,casgr/a) P = Va C /P =P gibt
es einp € AsgR/a) mit p C P. Damit folgth(a) = min{h(p)| p € Asx(R/a)}.

Istpo € p1 S ... C pn eine Primidealkette iR/a, so erhalten wir veridge des kanonischen Epi-
morphismust: R — R/a eine Primidealkette C 1 (po) € 10 1(p1) € ... € 10 1(pp) und ein

p € Asg(R/a) mit p C 1T %(po). Dann istrt1(po)/p S T (p1)/p S ... C 10 (pn)/p €ine Prim-
idealkette inR/p. Dies zeigt dinR/a < dimR/p.

Umgekehrt liefert jede Primidealkette Ryp, wobeip € AsgR/a), eine Primidealkette ifR/a
gleicher Lange.

Dies zeigt dinR/p < dimR/a.
(b) Ist mit obigen BezeichnungeR € q1 C ... C qs= p := T (po) eine Primidealkette iR, so er-

q
halten wir daraus eine Primidealketfe< ... C qs= T 1(po) < ... C 10 1(pn) der Langes+n.
Daraus folgt dinR > n+ h(a), also schlie3lich diR > dimR/a + h(a).

O
4.28 Definition. Eine Primidealkettgo C p1 < ... € ps € Rheildstmaxima) wenn sie nicht durch ein maximale
p € SpeRverlangert werden kann, d.h., weriir fedes € Spe¢R) die Bedingungen C po, ps C p Primidealketten

undp; C p C pjy1 verletzt sind.

Noethersche Ringe ilssen nicht endliche Krull-Dimension haben. Ferner kann es in noetherschen
Integritatsringen maximale Primidealketten verschiederirde geben. Im geometrischen Kontext
ist die Situation besser.

4.29 Satz.Es sei A=K][xy,...,%n]/a. Sindp,q € Sped Primideale mitp C g, so haben alle maxi-
malen Primidealkettep = po C p1 S ... C p| = q die gleiche [Ange |, ramlichdimA/p —dimA/q.

Zusatz:st A ein Integriitsring, so gilt @ir jedes Ideal | von AdimA = h(l) 4+ dim(A/1).

Beweis.Es sei 0O=qoC...Cq eine Primidealkette in A/q maximaler lange
t =dimA/qg < n=dimK|xg,...,X]. Es seirt: A— A/q der kanonische Epimorphismus. Dann ist

O=po/pCp1/pC...Cpi/p=a/p=T0"(0)/p ST (a1)/p S ... CTT(q)/p eine Primideal-
kette inA/p der Langel +t =14 dimA/q, also dimA/p > 1 +dimA/q.

Die Umkehrund > dimA/p — dimA/q verlangt sarkere Hilfsmittel (Siehe etwa Kunz: “Eiafrung
in die kommutative Algebra und algebraische Geometrie”)

Zusatz:Mit p = (0) folgt fur alle g € Sped, dal3h(q) =dimA—dimA/q. Die Behauptung ergibt
sich daher aus Lemma (4.27). O

4.30 Bemerkung. Es istA/l 2 K|xy,...,%,]/J fur ein Ideald C K[xq,...,xs] =R

Beweis. 1=t (1), dannist = J/a und somitA/l = (R/a)/J/a = R/J O
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4.31 Definition. Es seiM ein R-Modul. Dann nennt man diM := dimgM := dimR/ Anng(M) die
Krull-Dimension (Krull-)Dimensionvon M.
dimRM
IstF ein freierR-Modul, so ist dinF = dimR, denn An(R) = 0 wegen 1 R.

4.32 Lemma. Hat der R-Modul M die Pasentationsmatrix & RP*9, so istdimM = dimR/I,(A).
Beweis.Es gilt (ohne Beweis) /I;(A)=+vAnnM. Also folgt die Behauptung aus
dimM = dimR/AnnM *2’ dimR/+/AnnM. O

X z .
y x ) aber dinfCokermA) =

dimR = 3, daly(A) =0, und din{CokerrB) = dimR/I(B) = dimR/(x* —yz) = 2, dax?—yz ein
homogener Nichtnullteiler voR ist.

4.33 Beispiel. Es seiR= K[x,y,Z. Dann gilt ir A= (x,y)!, B= (

4.34 Lemma. Ist M ein endlich erzeugter Modullber dem noetherschen Ring R, so gilt
dimM = max{dimR/p|p € AsR(M)}.

Beweis. Wegen An(M) = (,cassym) P folgt die Behauptung aus (4.27). O
4.35 Lemma. Es sei0 — M’ — M — M” — 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt
(@) dimM > max{dimM’, dimM"}.

(b) Ist R noethersch, und sind,M’,M” endlich erzeugt, so gilimM = max{dimM’,dimM"}.

Beweis. (a) Nach Ubungsaufgabe 13 ist At D AnnM, also dimv’ < dimM, und auch
AnnM C AnnM”, also dinM” < dimM.

(b) Wegen Ast! C AssM’UAssM” folgt nach (4.34) dinM < max{dimM’ .dimM"}, also folgt
die Behauptung mit (a).

O

4.36 Satz (Krullscher Hauptidealsatz). Ist R ein noetherscher Ring und ist_ R ein Ideal, so gilt
fur jedenminimalenPrimteilerp vona

h(p) < u(a),
also insbesondere(h) < p(a).

Beweis.Fur die erste Behauptung sei wieder auf Kunz, Theorem V.3.4 verwiesen. Die zweite Be-
hauptung folgt aus der ersten wegen Lemma (4.27). O

4.37 Folgerung. Ista € R\ R* ein Nichtnullteiler des noetherschen Rindgeso hat jeder minimale
Primteiler von(a) = aRdie Hohe 1.

Beweis.Nach Definition (4.36) gilth(p) < 1. Als Nichtnullteiler ista aber in keinem assoziierten
Primideal vonR enthalten. O

4.38 Bemerkung. Ist R ein noetherscher Ring, so sinith € Sped aquivalent:
(i) pist ein Primideal der dhe null,
(i) pisteinisoliertes Primideal vofOR),

(i) p ist ein minimales Primideal voR.
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4.39 Definition. Ein Ideala C R des noetherschen RingBseil3tvollstindiger Durchschniftwenn vollstandige
h(a) = p(a). Durchschnitte

Ein Schem& C A" bzw. SC P" heiRtvollstandiger Durchschnittwenn sein Idedls ein vollséndi-
ger Durchschnitt ist.

4.40 Beispiel. (i) Jeder Punkt, jede Gerade if" ist ein vollsndiger Durchschnitt, denn
fura = (X0, X1, ..., %) gilt p(a) =k+21 und(0) C (X0) € (X0,%1) S ... C (Xo,..., %) = a, also

4.36
k+1<h(a) < p(a) <k+1. Somit gilt Gleichheit.
(Alternativ: R=K|[Xo, ..., Xy, h(a) = dimR—dimR/a = n+ 1 — dimK X1, . .., %n) = k+1)

(i) a=(&,x2) ist ein vollsandiger Durchschnitt der ®he 2, denn p(a) <2 und
dimR/a = dimR/y/a = dimR/(xo,x1) = n—1, alsoh(a) = dimR—dimR/a = 2.

Eine partielle Umkehrung zum Krullschen Satz liefert

4.41 Folgerung. Ist R noethersch und ist € SpedR ein Primideal der Bhec, so istp minimaler
Primteiler eines vollgtndigen Durchschnitts derdtec.

Beweis. Per Induktioniiber 0< s < c konstruieren wir Idealéay, .. .,as) C p der Hohes.

s=0 ist klar. Ists> 0, und hat(as,...,as_1) C p die Hbhes—1, so istp nach (4.36) in keinem
minimalen Primteiler vor(ay,...,as_1) enthalten. Nach dem “Primidealvermeidungslemma” gibt
es also einas € p, das in keinem minimalen Primteiler vd@y,...,as-1) enthalten ist. Es folgt
h(as,...,as-1,as) > s, also Gleichheit nach (4.36) O

4.42 Folgerung. Ist (R m) ein noetherscher lokaler Ring endlicher Dimension, undiistm in
keinem minimalen Primideal voR enthalten, so gilt difk/aR= dimR— 1.

Beweis.Es seid = dimR. Nach Voraussetzung i$t(aR) > 1. Wegen Krull folgth(aR) = 1. Aus
d=dimR > h(aR) +dimR/aR folgt dimR/aR<d-—1. Da m das einzige maximale Ideal ist,
ist h(m) =dimR=d. Wegenac m und h(aR) =1 gibt es wie im Beweis von (4.41) Elemen-
te a;:=a,a,...,84 €m mit h(ay,...,a) =1 fur i=1,...,d. Folglich gibt es minimale Prim-
teiler p; von (ai,...,a), so dalR wir eine Kett@RC p1 Cp2 < ... C pg =m, haben. Also ist
p1/aRC p2/aRC ... C pg/aReine Primidealkette in Sp&R/aR), somit dimR/aR>d —1. O

4.43 Folgerung. (i) Ohne die Voraussetzurigkal kann dimR/aR < dimR— 1 gelten.

(i) Die Folgerung pazisiert die Vorstellung, daf? die Hinzunahme einer Gleichung die Dimension
um eins verringert.
Beispiel: Es seiSC P2 definiert durchls = (xo,X1) N (X1,%2,X3) (Geradeu Punkt) undF die
durch f = x3+x2 + x5 definierte Hyperfiche. Dann haBNF die Dimension null, denn mit
R = Ko, X1, X2, %3] folgt mit
dim[(R/ls)/f-(R/lIs)] =dimR/Is+ f-R=dimR/Is—1=2-1=1,

daB dinSNF =dimR/(Is+ f-R)sai— 1 =dim[R/Is+ f -R—1=0.
SNF nennt man dellyperfichenschnitvon Smit F. Hyperflachenschnitt
Es gilt auch dinfSNV(x¢+x3)] =0, denn /Is+gR=\/(X0,X1,9) N/ (X1, %2, X3,0) =
(X0,%1,X%2) N (X1,X2,X3) und dimR/ls+ gR=dimR//Is+gR= 1.

4.44 Folgerung. Es sei a#R ein homogenes Ideal vorR=K|xp,...,X,]. Ferner sei

f em=(xg,...,X,) ein homogenes Ideal, das in keinem minimalen Primteiler wenthalten ist.

Dann gilt
dimR/a+ fR=dimR/a+1.
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Beweis.Setze A:=R/a. Da A graduiert ist, gibt es eine Kettdhhomogener Primideale
poCp1C ... C pg =min R/a, wobeid = dimR/a (ohne Beweis). Es folgt(m) = d. Daher ergibt
sich die Behauptung wie in (4.42). O
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5 Graduierte Moduln

Fir das Studium projektiver Schemata ist die Betrachtung graduierter Moduln wesentlich.

5.1 Definition. Ein graduierter Ring Aist ein Ring (wie immer kommutativ mit 1) und eine Familie graduierte Ringe
(Ax)kez von Untergruppen vofA, +), so daf? gilt

() A= Brez A«

(i) Ai-Aj C AL farallei,j € Z.
Ein graduierter A-Modulist ein Moduliiber dem graduierten Ringy der (alsZ-Modul) eine Zerle-  graduierte Moduln
gungM = Pz M besitzt derart, daf; - Mj C M;j.

Elemente inMy heiRenhomogene Elementomm Gradk, die Elemente inAx auchk-Formen Fir  homogene Elemente,
m & M schreibt man deg = k. Jedes Elememh € M last sich (in eindeutiger Weise) schreiben als  k-Formen
M= Y ez M Mit me € M. Dann nennt mamy die homogene Komponente k-ten Grades von m homogene

5.2 Beispiel. (i) Der PolynomringA = R[xo, .. .,Xa] Uber einem Rindrist graduiert: Die homoge- Komponenten

nen Elemente vom Grddsind die homogenen Polynorkden Grades ;. v,—k r\,xg0 S Xpn,
mit ry € R. Es gilt also deg= 0 fur aller € Rund deg; = 1. Diese Graduierung nennt man
die Standardgraduierungon R]Xo, . . ., Xn]. Standardgraduierung

(i) Ist Aein graduierter Ring, so igt ein graduierteA-Modul mit
(AX); = {(al,...,ak)t e A¥| degay = ... :degak:i}.
5.3 Bemerkung. (i) 0a,0m sind homogen von jedem Grad.

(i) Agist ein Unterring vorA, daAg-Ag C Ag und Ia € Ag, dennist 1= 3.7 8, ak € Ay, so folgt
fur alle homogenen Elemertbec Aausb =b- 15 = Sz bac durch Gradvergleich = bag und
analogb = agb, also muliy = 15 € Ag gelten.

(i) Ax und My sind Ap-Moduln. Insbesondere ist jeder graduierte Rigine Ap-Algebra. Die
ZerlegungM = @4 M ist eine direkte Summe voly-Moduln.

5.4 Definition. Ein UntermodulN des graduierteA-Moduls M heif3tgraduierter Untermoduylfalls
N = Bz Nk ein graduierteA-Modul ist mit N € My fur allek € Z.

5.5 Lemma. Fir einen Untermodul N des graduierten A-Moduls M siaglivalent:
(&) N ist ein graduierter Untermodul,
(b) N besitzt ein Erzeugendensystem, das nur aus homogenen Elementen besteht,

(c) Furalle me M gilt: Istm = S m¢ € N die Zerlegung in homogene Komponenten, s@geh
alle homogenen Komponenten smMy zu N.

(d) M/N ist ein graduierter A-Modul mit der Graduierunly! /N]x := (Mx+N)/N

Beweis. “(a)«<(c)” folgt aus der Definition (5.4).N = @ycz (NN M))
N——
Nk
“(b)=-(c)” Es sei{my },cA €in Erzeugendensystem vbhmit m, € Ay ,dy € Z. Es seime N. Dann
gibt esay, € Amit m= 33 , a,m, und Zerlegungen in homogene Komponeragn= ¥ .7 (a, k-
Es folgt

S
m= z mx mit my = Z(axi)k,% -my, € Mg NN.
kez i=



StandardK-Algebren
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“(c)=-(b)” Ist E ein Erzeugendensystem vbinso ist auch die Menge aller homogenen Komponenten
von Elementen aul ein Erzeugendensystem von N.

“(d)=(c)" Ist n= Sz Nk € N,ne € Ny, so gilt in M/N fir die Restklassen: 8 N = S 7 Tk mit

Nk := (nk+N)/N, alsony =0, d.h.nc e N

“(c)=(d)” Aus der Definition folgtA; - (M/N)x € (M/N)jk undM/N = Sy (M/N)k. Zu zeigen
bleibt, dal’ aus@/n = Y ez Mk, Mk = (Mk+N)/N € (M/N) folgt, dalRmy = Oy /N, d.h.mg € N.

Wegen @/n = Yez Mk folgt abery .z mk € N, also wegen (cjrg € N. O

5.6 Bemerkung. Es seiM ein graduierteA-Modul.

(i) Die graduierten Untermoduln volisind gerade die homogenen Ideale von

(i) Ist N ein graduierter Untermodul voll, so wird M/N stets als graduierter Modul mit der
in (5.5 (d)) definierten Graduierung betrachtet. Analoges giltdie Graduierung voi/a fur
homogene Ideale C A. Insbesondere ist dam¥ya ein graduierteA-Modul.

(iii) Summe und Durchschnitt graduierter Untermoduln Wirsind wieder graduiert. (Vglbung
31)

5.7 Satz.Ist M ein graduierter A-Modul, so ist jedes assoziierte Primigeabn M homogen. Ferner
gibt es ein homogenes Elemene&rv mitp = Annm.

Beweis.Wegenp € AssM gibt es eitfme M mit Annm= p. Es seim= m¢+...+m die Zerlegung
in homogene Komponenten. Es sef p mit der Zerlegunga = a, + ... 4 aq in homogene Kompo-
nenten. Auam= 0 folgt

ap-mg=0
api1-Mg+ap-me1=0

ap-m+...+ap_k-m=0

ag-m =0.
Induktiv ergibt sichapmy = 0,a2mc;1 =0,...,a;*™m =0, alsoa; *"*-m=0, d.h.a;* ep,
folglich a, € p. Iteration dieses Schlusses liefert wegan- a,) - m= 0 schrittweisep1,...,aq € p.
Genal (5.5 (c)) ist dahgr homogen.
Ferner ergibt siclp-m; =0, d.h.p C q; := Annm;. Andererseits istikN...Na; C Annm=p. Dap
ein Primideal ist, gibt es eipnmit aj C p. es folgtp = a; = Annm; O

5.8 Satz. Es sei M ein endlich erzeugter, graduierter Modiber dem noetherschen graduier-
ten Ring A. Dann besitzt jeder graduierte Untermodul N von M eine reduzierteaPrmegung,
N =Q1N...NQs, in der alle Q graduierte Prinarmoduln sind.

Beweis. (Idee) Dies folgt wie die Existenz der Prarzerlegung, wenn man statt beliebiger Untermo-
duln immer nur graduierte Untermoduln betrachtet. O

5.9 Definition. Ein graduierter Ring\ heiRtStandard-K-AlgebraK ein Korper, wenmA noethersch
istundAx =0 furk < 0, Ag = K und wennA; - - - A (k Faktoren???) ein Erzeugendensystem Agpn
alsK = Ag-Vektorraum ist fir allek > 0.
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5.10 Lemma. Es ist A#0 eine graduierte Standard-K-Algebra genau dann, wenn
A=K]Ixo,...,%n]/a, wobei a C K|[Xp,...,X,] ein homogenes Ideal des Polynomringes mit der
Standard-Graduierung (vgl. (5.2)) ist.

Beweis.“=" Fir Rist die Behauptung klar: Die hier relevanten EigenschafterRidbertragen sich
aufR/a.

“<" Es sei{ap,...,an} ein Erzeugendensystem dksVektorraumesA;. Betrachte dieK-lineare
Abbildung

OR:=K[X0,.... %] — A, A0 Ag0 .k
fur alle AeK, kg,....,kheN. ¢ ist ein Ringhomomorphismus, der sogenannte

Einsetzungshomomorphism&ein Kerna := Kern¢ ist ein homogenes Ideal vdR Demnach ist Einsetzungs-
A= R/a nach dem Homomorphiesatz. O homomaorphismus

5.11 Bemerkung. Ist A eine graduierte Standatt-Algebra, so istn = ma = @y-.o A« das eindeutig
bestimmte maximale homogene Ideal Van

Wir werden sehen, da& ahnliche Eigenschaften wie ein lokaler Ring hat.

5.12 Lemma (Nakayama graduiert). Es sei M ein endlich erzeugter, graduierter Modider der
graduierten Standard-K-Algebra A. Ist Mmp - M, so folgt M= 0.

Beweis.Analog zu (2.32). O

5.13 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von (5.12) gelten die Aussagen von (2.33) und (2.34)
auch fir homogene Elementay,...,ms € M. Insbesondere besitkt ein minimales Erzeugenden-
system, das nur aus homogenen Elementen besteht.

5.14 Lemma. Ist A ein noetherscher, graduierter Ring und pst€ A ein homogenes Primideal der
Hohe h< «, so gibt es eine Kette

PoCP1&...Shh=p.
Beweis. Siehe etwa Bruns-Herzog, Cohen-Macaulay rings, Theorem 15.8 O

Ein Homomorphismus graduierter Moduln sollte die Graduierung respektieren. Insbesondere sollten
Kern und Cokern wieder graduierte Moduln sein.

5.15 Definition. Es seienM,N graduierte A-Moduln. Wir sagen, daf3 ein Homomorphismus

¢ : M — N von A-Moduln denGrad j hat, wennd(M;) € Niyj fir allei € N gilt, d.h. wenn Ele- Grad von
mente vom Grad auf Elemente vom Graidt | abgebildet werden. Homomorphismen
Die Abbildung¢ heif3t einHomomorphismus graduierter Modylwennd den Grad Null hat. Homomorphismen

L . . ) ) ) _graduierter Moduln
5.16 Beispiel. Es seiR:= K|[xo, .. .,Xy] der Polynomring mit der Standardgraduierung. Dann ist die

Multiplikationsabbildung

2
+
WRIZR  rer(@ix)

ein R-Modulhomomorphismus, der keinen Grad besitzt, defin = x2 -+ x, ist nicht homogen.
Ist f € Rhomogen vom Grad, so ist die Multiplikationsabbildung
n: RL R, r—r-f
ein R-Modulhomomophismus vom Grati= degf. Wir kdnnen diesen zu einem Homomorphismus
graduierter Moduln machen vedge der folgenden



geshiftete Moduln
M(K)

Hilbertfunktion eines
Modulshy

Hilbertpolynom eines
Moduls pym

Grad eines Moduls
degM
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5.17 Definition. Es seiM ein graduierteA-Modul. Fur k € Z seiM(Kk) der graduiertéh-Modul mit
der gleicherA-Modulstruktur wieM, aber mit der Graduierun@v (k)); = Mi_ fur allei € Z. M(k)
heil3t deum den Grad k geshiftete Moduthn M.

5.18 Beispiel. (i) x° € (K[x])s = (K[X](2))3

(ii) Furae Aq ist die Multiplikationsabbildung
w:M(—d) -2 M, m—a-m
ein Homomorphismus graduiertérModuln, denn @ir me (M(—d)); = Mj_q hat p(m) = an
den Grad —d+d=i1.

5.19 Bemerkung (Warnung!). A(k) ist ein graduierter A-Modul, aber &r k=#0 kein
graduierter Ring, denn dann usste gelten (A(K))i- (Ak)); € (A(K))i+j. Es qilt aber
Acti At j C© Aoirivj € (AKK))ij falls k # 0.

5.20 Lemma. Ist ¢ : M — N ein Homomorphismus graduierter A-Moduln, so k&rnd ein

graduierter Untermodul von MJm¢ ein graduierter Untermodul von N, also insbesondere
Cokernp = N/Im¢ ein graduierter A-Modul.

Beweis.Es seim= Y. Mk, Mk € My im Kern von¢. Zu zeigen: kr allek € Z ist mg € Kerng,
somit ist Kernp ein graduierter Untermodul vavl. Ist E ein Erzeugendensystem vbh das nur aus
homogenen Elementen besteht, s@i$) ein Erzeugendensystem vondrmdas nur aus homogenen
Komponenten besteht. Daher ist¢ngraduiert nach (5.5).

Ferner ist Cokerth = N/Im¢ ein graduierter Modul nach (5.5). O

Der Einsetzungshomomorphisméis R— A in (5.10) ist ein Homomorphismus graduierter R-
Moduln. Daher isKern¢ ein homogenes Ideal von R.

5.21 Bemerkung. Es seiM ein endlich erzeugter, graduierter Modiler der Standarl-Algebra
A. Dann istM noethersch.

Ist {my,...,ms} ein Erzeugendensystem vdi aus homogenen Elementen, so besitzt Ker
VektorraumM; das Erzeugendensysteldf_; MA|_qeqm), denn istme Mj, so istm= 37 ;am
fur geeignet@; € Aj_gegn - Es gilt also ding (M) < ZledimK(Aj,degm)) < o,

5.22 Definition. Unter den Voraussetzungen von (5.21) heif3t die Funktion
hMZZ—>Z, deimK(Mj)
die Hilbertfunktionvon M.
5.23 Satz (& Definition). Es sei0 # M ein endlich erzeugter graduierter Modiiber der Standard-

K-Algebra A. Dann gibt es ein Polynony e Q[T] derart, dal m(j) = hm(j) fur alle j > 0. Dieses
Polynom heif3t daslilbertpolynomvon M.

Es ist pu = 0 genau dann, wendimM = 0. Ist py # 0, so istdimM = degpw + 1.
Ferner gibt es zu d= degpm ganze Zahlend{M),...,hq(M) € Z derart, daf3

pum(J) = ho(M) - (é) +hy(M)- <di1> +...+hd(|v|)<(j)).

Der Gradvon M ist definiert durch
deg 1= ho(M) ~ falls pu #0,
Yiezhwm(j) falls pu=0.

Es istdegM > 0. Dies verallgemeinert die Aussageir fraduierte Standard-K-Algebren und wird
analog bewiesen.
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5.24 Definition. Eine Sequenz graduierter A-Moduln

..—>Mi,lMMi LMi—Fl—n..

ist eine Sequenz graduiertarModuln, in der alle Homomorphismepy Homomorphismen gradu-
ierter A-Moduln sind.

5.25 Lemma. Es sei0 — M’ — M — M” — 0 eine exakte Sequenz endlich erzeugter gradu-
ierter Modulniiber der Standard-K-Algebra A. Dann gil{sh= hyy + hy und py = pw + Pmr-

Beweis. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. Aus der Voraussetzung folgt, dal3

0— (M) — Mj — (M"); — 0
fur allei € Z eine exakte Sequenz von endlich-dimension&levektorraumen ist. Daher ergibt sich
die erste Behauptung auslfungsaufgabe 18(a)). O

5.26 Satz.Es sei M ein endlich erzeugter, graduierter Modbkr der Standard-K-Algebra A. Ferner
sei ac A ein homogenes M-regires Element vom Grad g 1. Dann gilt

(a) dimM/aM =dimM —1,

(b) Pv/am(i) = pm(i) — pm(i —d), also insbesondere isiegM /aM = d - degM.

Beweis.Daa M-regufr ist, ist die Sequenz

0— M(=d) - M — M/aM
eine exakte Sequenz graduiereModuln. Es folgthy (i) = hy jam (i) +hm (i — d). Somit ergibt sich
die Behauptung aus (5.23) wie bbungsaufgabe 7. O

5.27 Lemma. Es seien NC M graduierte Modulniber der Standard-K-Algebra A. Hat N die redu-
zierte Prinarzerlegung N= Q1 N...NQs, so gilt
degN = z degQ;.
dimM/Qj=dimM/N
(Die Summe erstreckt sich nuber die Prinarmoduln maximaler Dimension.)

Beweis. Analog zuUbungsaufgabe 27. O

5.28 Lemma. Jeder endlich erzeugte, graduierte A-Modul, A noethersch, besitz{giaduierte)
freie Auflosung d.h. eine freie Aufisung, in der alle Abbildungen Homomorphismen vom Grad null
sind.

Beweis.Es sei{my, ..., ms} ein Erzeugendensystem vibhaus homogenen Elementenvom Grad
di. Dann ist die Abbildung

S
o:EPA-d) — M, (ag,...,8s)" — aimy + ...+ asms
i=1
surjektiv und hat den Grad null, denn

(a1,...,8) € ((DA(-d)); =EPA_q
i=1 i=1

genau dann, wenn dag= j — d fur allek, daheraymy, € Mj. Folglich ist Kernp ein endlich erzeug-
ter, graduierter Untermodul.

Iteration dieses Schlusses liefert wie in (3.15) die Behauptung. O
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5.29 Folgerung. Jeder endlich erzeugte, graduierte Moluliber dem noetherschen RiAgesitzt
eine PasentationsmatriB, deren Einthgehomogend-lemente sind. Ha¥l die (graduierte) Rrsen-
tation

t S
@A(—ej) L @A(—di) — M —?
j=1 i=1
mit der PsentationsmatriB = (bjj) € A<t 50 ist dedpi; = e —di.
Beweis.Betrachte v:=(0,...,0,a,0,...,0)', a in pter Zeile, wobei deg=395, also

a€ As = (A(—€p))sre, Dann st w=Bv=(abyp,...,absp)". Es ist ve(@tjzlA(—ej))5+ep
Da degv = degy, d.h., fir 1< g < sfolgt wegen

S
(ablp7 cey absp)t € (@ A(_di))5+8p7
i=1
dafabyp € As e, d,- Wegena € As muBbgp, homogen vom Gradp — dg sein. O

5.30 Beispiel. (Vgl (3.16 i)) UberR = K|[x,y] hatR/(x,y)? folgende graduierte freie Alifsung

-y 0
X J—
0 x B3

2 2
0—R(-3)aR-3) ' — ' R(-2) "R R/(xy)?—0

5.31 Bemerkung. (i) Wir kennen die Hilbertfunktion voiR = K[Xo, . .., Xn], also auch die Hilbert-
funktion von jedem endlich erzeugten, graduierten fré&eviodul, denn ist = @] ; R(—&),
so ergibt sich

(i) = 3 Py ()= 3 (i —e)

(i) Hat also ein graduierter R-Modul M die graduierte, freie Aufisung
0O—R/r—...—F —F—M-—0, so lbnnen wir aus ihr die Hilbertfunktion

vonM berechnen, denn (natkbung 26) ist
t

hm(j) =3 (=1)'hg ().

2,

5.32 Lemma. Ist 0 -2 M’ %> M — M” —. 0 eine exakte Sequenz von R-Moduln undiistR
ein Ideal, so ist auch die Sequenz von R-Modulpia¥’ 2, M/aM 9, M”/aM” — 0 exakt.

Beweis. Vgl. Ubung 36. O

5.33 Lemma. Es sei M ein endlich erzeugter R-Modul, R noethersch. Dannigijetles Ideak von
R:

VANR(M/aM) = /Anmk(M) + a.

. o 0.A=(aj; . " . . . . . .
Beweis.Es seiRd * —(a>”) RP L M — 0 eine Pasentation voiM. Diese induziert die Risentation

vonM/aM

(R/a)9 (R/a)4 — M/aM — 0
wobeigjj := &j +a/a. Dann gilt

VANR(M) = \/1(A) und /Anng or(M/aM) = \/15(&) = | /15(A) +a/a C R/a,

also\/Anng(M/aM) = /1p(A) +a = /Anng(M) +a. O

A=(aij)
—
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5.34 Satz.Ist M ein endlich erzeugter, graduierter Modiber der Standard-K-Algebra A, so giltrf
homogene Elementg a..,as € A positiven GradesimM/(ay,...,as)M > dimM —s. Die analoge
Aussage gilt, wenn M ein endlich erzeugter Modhbér dem noetherschen lokalen Riffggm) ist

und &a,...,as € m.

Beweis. Dies folgt aus (5.33) wie ifubungsaufgabe 30. O

5.35 Folgerung. Ist Se P" ein projektives Schema und it € P" eine Hyperfiche, so gilt
dimS—1<dimSNF <dimS.
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6 Liieren von Schemata

Dies geht auf eine Idee aus dem 19. Jahrhundeiiickuda man eine Kurve duch Einbettung in eine
“einfache” Kurve und Vergleich mit der “Restkurve” studiert.

Als “einfach” werden hier vollsindige Durchschnitte gelten.
Im Folgenden sei steB= K|x, ..., Xn] aufgefasst als graduierte Stand&reAlgebra.

ungemischte Schemata6.1 Definition. Ein Ideal a CR bzw. ein SchemaSC P" heifdt ungemischt wenn alle sei-

geometrische Liaison

Direkte Liaison
Vj_ ’;(‘ V2

ne Prindrkomponenten die gleiche Dimension haben, d.h., wdimafle p € AsgR/a) gilt
dimR/p =dimR/a.

6.2 Lemma. Es sei SC IP" ein vollsindiger Durchschnitt der Bhe c. Dann gilt:

(a) Sistungemischt.

(b) HatS den Tygdy,...,dc), d.h. k= (f1,...,dc) mitdegf; = d;, so istdegS=d; - - - de.

Beweis. (a) Wird sich spter aus einem allgemeineren Resultat ergeben.

(b) Ubungsaufgabe 35.
L]

6.3 Definition. Zwei nichtleere, ungemischte Schema¥a, Vo, C P" gleicher Hbhe heilRen

geomertrisch liiert durch XwennVy undV, keine gemeinsamen Prarkomponenten haben, d.h.
Ass(R/ly;) NAss(R/ly,) = @, und wennX := V3 UV; ein vollséndiger Durchschnitt ist.

SchreibweiseV, I~ \o.

Algebraisch: Sindy, = gq1N...N0s, lv, =d1N...Ndt, SO istly, Nly, ein vollséndiger Durchschnitt
mit der reduzierten Priérzerlegundy, N, =q1N...N0GsNd1N...N 4.

6.4 Beispiel. Zwei Geraden in P3, die sich schneiden, sind geometrisch liiert.
(x1,%3) N (X2,X3) = (X1X2,X3). [Bilder]

6.5 Folgerung. SindV1,V, C IP" geometrisch liiert durclX, so gilt deg/; + degv, = degX.

Beweis. Die Behauptung folgt ausbungsaufgabe 27. O

6.6 Beispiel. (x1,X)N??= (X1X2,X1 + X2). [Bilder] Der Durchschnitt ist (als reduziertes Schema)
eine Geradé.. Man ist versucht, zu sagen, dhfzu sich selbst liiert ist. Formal wird dasgazisiert
durch die folgende

6.7 Definition. Zwei nichtleere Schemat4,V, C IP" heiRendirekt liiert (durchX), wenn es einen
vollstandigen Durchschnii € IP" gibt, so daf? giltx : Iy, = Iy, undlx : Iy, = ly,. Schreibweise wie-
derVy i~ V5. Analog ist dies definiertifr homogene Ideale vdR= K|[xo, . .., Xn].

6.8 Beispiel. (i) (Vgl. 6.6) (xiXg,X1+X2) definiert einen vollgindigen  Durch-
schnitt X CP3. Fiur die durch I =(x;,x2) definierte Gerade LCP3 gilt
Ix : 1L = (XaXo, X1+ X2) : (X1, %2) = (X1,%2), d. h.,L ist zu sich selbst direkt liiert.
(i) Die Ideale (x1,%2)? und (xg,%2) sind direkt liiert, denn(x2,x3) : (X2, x1%2,X3) = (X1,%2) und
(X%,X%) . (X17X2) = (XinXZaX%)'

6.9 Lemma. Sind M, V> direkt durch X liiert, so gilt:
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(a) \/ IV]_ N |V2 = \/K

(b) V1 und \4 sind ungemischt und haben die gleichéhé wie X.

(c) Haben V,V, keine gemeinsamen Prérkomponenten, so sind W> geometrisch liiert.
(d) degX = degV; + degvs.

Beweis. () Esgiltly, - Iy, C Ix C ly, Nly,. Daraus folgt die Behauptung, dar-b = v/anb.

(b) Sei Ix=gqiNn...Ngs die reduzierte Pridrzerlegung von Ix. Dann st
|\/1 = |)( : |V2 = ﬂiszl(qi : |V2) und
- R, falls Iy, € qi,
4N = ein zu,/giassoziiertes Pridrideal sonst
Damit sindV;,V,> ungemischt der Bhe vonly, dalx als vollséndiger Durchschnitt ungemischt
ist, undh(q;) = h(gi : Iv,) falls Iy, Z gi. Also sindV1, V> ungemischt unti(ly, ) = h(ly,) = h(X).
(c) Zu zeigenly, Nly, = Ix.
“D" Kklar.
“C”SeiF € ly, Nly,. Angenommerk ¢ q; fur eing; auslx =q1N...Ngs(d.h.F ¢ Ix). Seio.E.
/i € Ass(R/ly, ).
Aus der Voraussetzung folgt, daB es €ire Iy, gibt mit G ¢ p fur allep € AsgR/ly;). Wegen
F €y, und G < ly, ergibt sich audy, = Ix : lv,, dalRF -G € Ix C qi. Da aberG ¢ ,/q;, folgt
F € gi. Widerspruch zur Annahme.
(d) Siehe J. Migliore: “Introduction to liaison theory and deficiency modules”.
O

SindV; undV, direkt liiert, so ist die Liaison eine symmetrische_ReIation. Direktes Liieren ist jedoch
im Allgemeinen weder reflexiv noch transitiv. Es erzeugt aber Aimgivalenzrelation:

6.10 Definition. Zwei nichtleere Schemad,W C IP" heiRenliiert, wenn es vollsindige Durch-  Liierte Schemata
schnitteXy, ..., Xx € IP" gibt derart, daB gilt

3) V=Vi~Von~ ...~V =W.
3) L Vo g Vi

Wir schreiben dank' ~ W. Diese Relation ist einAquivalenzrelation und heif3t Liaison. Die Menge

V] :={W CP"|W ~V} heif3t dieLiaisonklasseonV. LiaisonklasseV|
Die Schemat® undW heiRengerade liiert fallsk in (3) als gerade Zahl géhlt werden kann. Die  Gerade Liaison
MengeLy ;= {W C IP"| W ist gerade liiert zv } heil3t diegerade LiaisonklasseonV. gerade Liaisonklasse

Die analogen Definitionen gelten audir homogene Ideale vdR

6.11 Bemerkung (Probleme). (i) Wie kann man entscheiden, ob zwei ungemischte Schemata
V,W C P" gleicher Hbhe zur gleichen Liaisonklasse gebn?

(i) Kann man alle Element einer Liaisonklasse beschreiben? Gibt es in ihr ausgezeichnete Elemen-
te?

6.12 Bemerkung. (i) Nach (6.9 (b)) sind alle Schemata W] ungemischt und haben gleiche
Hohe.
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(i) Ist W direkt liiert zuV, so gilt[V] = Ly U Lw, d. h., jede Liaisonklasse besteht adglistens
zwei geraden Liaisonklassen. Aber es kann g\¢h= £y gelten.

Beispiel:(x%,xl) : (X0,X%1) = (X0,%1) also[(Xo,X1)] = Lixox)-
Folgende Resultate helfen manchmal zu entscheiden, ob zwei Schemata liiert sind.

6.13 Lemma. Sinda, b homogene ungemischte Ideale gleichéhld mita C b unddega = degp, so
gilt schona = b.

Beweis. Fur dimR/a < 1.

(1) Sei dimR/a=dimR/b=0. Ausa C b folgt dim[R/a]; > dim[R/b]; fur alle j € Z. Da nun
Y jez dimg[R/a]j = degR/a = degR/b = ¥ jc5 dimk[R/b]; ergibt sich dim[R/a];j = dimy[R/b];
und somitiR/a]; = [R/b]; fur alle j € Z.

(2) SeidimR/a=1=dimR/b. Daa undb ungemischt sind, gibt es eine Linearfolra [R]1, die in
keinem Primteiler vorm oderb enthalten ist. Damit ist ein Nichtnullteiler sowohl vorR/a als
auch vorR/b. Es gilt dann

(4) deR/(a+IR)=degR/a = degR/b =degR/(b+IR).
Wir betrachten die exakten Sequenzen
0— R/a(-1) -~ R/a — R/a+IR — 0,
0— R/b(—1) = R/b —R/b+IR— 0.
Also hg/q(j) = hr/a (] — 1) = Ar/arir(]) Undhg/s () —hr/e (j — 1) = Ar/pir(]) flr alle j € Z.

Wegen dinR/a+IR=dimR/b+IR=0 gilt bereits wegen (4)hg/atir = hr/ptir, also
hr/a = hR/p, UNd somit gilta = b

O

6.14 Folgerung. Ist a ein homogenes, ungemischtes Ideal déhéh, und istc C a ein vollstndiger
Durchschnitt der ldheh, dann sind : a unda durche direkt liiert.

Beweis.Zu zeigen bleibt: ¢:(¢c:a)=a. Nun gilt aCc:(c:a) und nach (6.9) qgilt
dedgc: (c:a)) =degc—dedc: a) = degc — (degec — dega) = dega.
Also gilt nach (6.12 : (¢c:a) = a. O

6.15 Folgerung. Alle vollstandigen Durchschnitte gleichei®He liegen in der selben Liaisonklasse.
Beweis.Betrachte den Spezialfall der voBstdigen Durchschnittea = (fy,...,fr—1,f) und

b= (f1,..., fho1,0). Wir setzenc = (fq,..., fn_1, f-g). Dann giltc: a O b und dedc: a) = degb.
Also a ~ b nach (6.13).

Sinda, b beliebige vollsandige Durchschnitte derdtieh, so kann man mit dieser Methode veim
hochstens Schrittenb erreichen, indem man in jedem Schritt ein Erzeugendes auswechselt]

6.16 Bemerkung. (i) Jede Gerade ist ein VolEshdiger Durchschnitt. Daher liegen alle Geraden in
der gleichen Liaison-Klasse.

(i) Nach Beispiel (6.4) liegt ein Paar sich schneidender Geraden in der gleichen Liaisonklasse
wie jede der Geraden.
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(i) Wir werden spiter sehen, dalR ein Paar windschiefer Geradelnt in der gleichen Liaison-
Klasseg liegen.

Fur die Beschreibung einer geraden Liaisonklasse ist folgende Konstruktion wesentlich:

6.17 Satz.Seia C R ein homogenes ungemischtes Ideal dénélh. Ferner sed := (fq,..., fy) ein
vollstandiger Durchschnitt der Bhe h mit(fq,..., f,) C a. Dann gilt mitb := (fy,..., fp_1) + fh-a
und d= degf, fur die Hilbert-Funktionen:

hr/e (i) = hr/a(j —d) +hg/c(j)-
Insbesondere giliegb = dega + degc.

Beweis. Seit := (fi,..., fn_1). Dac = ¢ + fyRein vollséindiger Durchschnitt ist, gitt: f, = ¢ (Vgl.
Ubung 35). Die Sequenz

0—¢-d) L tma(-d) L et froa—0
mit g :r— (fr-r,r) und g : (r,s) — r — f,, - sist exakt, dennp ist offenbar surjektivitod =0
und mity(r,s) =0 istr — f,-s=0, alsor = fy-se ¢, und damitse ¢ : fp =¢.

Folglich ergibt sicth/(tJr;ha)(j) = hrya(j —d) +hr/z(j) — hri(j —d). Da auch die Sequenz

0 R/i(~d) ™R/ —R/c—0
exakt ist, gilthg/ () = hg/z(j) —hr/z(j —d). Einsetzten in in die obige Gleichung ergibt die Be-
hauptung. O

6.18 Bemerkung. (i) Seien V,W,X CP" die durch a,b,c € R definierten Schemata (wie in
(6.17)). Intuitiv warde manwW =V UX erwarten. Dies ist i. A. nur richtig, werW reduziert
ist.

(i) Wir werden sehen, daBin zwei Schritten zw liiert ist.
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40 ‘wson 7 Berechnung von Idealquotienten und freien Asfingen mit Hilfe von Gibnerbasen.

7 Berechnung von ldealquotienten und freien Aufdsungen mit
Hilfe von Gr dbnerbasen.

Se stetR=K[xq, ..., %)) undF = @;_; R- g ein ein freier Modul vom Rang mit Basis{ey,...,&}

7.1 Definition. (i) Ein Monom in Fist ein Element der Forrm-g, 1 <i <r, wobeime R ein
Monom ist.

(i) Eine monomiale Ordnung aufF ist eine totale Ordnung alf mit der Eigenschaft:
Far alle Monomamy,mp € F, n€ Rgilt my > mp = n-my > n-mp.
Eine solche Ordnung ist stets eine Wohlordnung.

7.2 Beispiel. Sei- eine monomiale Ordnung a& Dann definieren wir eine Ordnung aufF wie
folgt: Sindmy, mp € F Monome mitmy = ng - undmp = n - € fur Monomeny,n; € R, so setzen
wir my = mp falls j > i oderj =i undnyg > ny. Dies ist eine monomiale Ordnung atif

7.3 Definition. Fir f € F bezeichnein(f) :=in.(f) := das bei#glich > grof3te Monom vorf. Es
wird Leitterm, Leitformoder aucHnitialform von f genannt.

7.4 Definition. SeiM ein Untermodul vori-. Dann heiRG = {gi,...,0s}, g € Mfur1<i <s, eine
Grobnerbasisron M, falls G eine Basis voM ist und

im(M) := {{in(m)| me M}) = ({in(g)| g € G})
gilt.

7.5 Satz. Jeder Untermodul MC F besitzt eine Gibnerbasis.
Beweis. Wie bei Idealen. O

7.6 Definition. Es seienf,gs,...,qg € F = @j_; Ra. Ein Ausdruck der Fornf = Z}:l figi -+ h mit
fi € R h e F derart, dal kein Monom vamin (in(g1),...,in(at)) liegt undin(f) > in(fig;) fur alle
i, hei3tStandardausdruckon f bediglich{gs,...,g} (undh derRes}.

Die Existenz liefert der

7.7 Algorithmus (Divisionsalgorithmus). Eingabe:f,g;,...,0t € F
Ausgabeify,..., fi € R he F derart dal¥ = zle figi + h ein Standardausdruck ist.

Q) h:=f1,j:=1

(2) while h## 0 do: Bestimme; € {1,...,.} .t derart, daﬁn(gij) das gbRte Monomm von h teilt,
welches in(in(g1),...,in(ag) liegt; bei Nichtexistenz gehe zu (3).
Setzerij := ﬁ eRhi=h-rig,j:=j+1

(3) Sortiererj; zu den Koeffizienterf; vong;.

7.8 Beispiel. X >y, <=<|ex
2

lgi=xy—1|gp=y"—1
f =Xy +xy?+y>— (X%y—Xx) | x
XY + X+ Y2 — (xy* —) y
X+y?+y— (Y2 —1) 1

Xx+y+1=h
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Also ist der Standardausdruck vérbeziglich {g1,92}
(X+y)gr +1g2 +x+y+1.
h
7.9 Definition (Notationen).
t r
¢
0:G:=PRej —M=(t1,...,0) CF =PRae, € — 0
=1 i=1
Elemente von Kerfh nennen wirSyziygiengenaueerste Syzygiewon m.
Es sei(i, j),1 <i,j <t ein Paar von Indizes.
Fall 1: in(gi) undin(g;) sind nicht Vielfache desselben BasiselementskoBetzeh; = 0.

. e in(gi) i i
Fall 2: Anderenfalli serfzemJ = ggTint@) @) < R und bilde einen Standardausdruck
! +hjj
migi—mjg; = Ty fi >

7.10 Satz.(a) (Buchberger Kriterium) {g,...,0} isteine Gbbnerbasis von M genau dann, wenn
alle hyj = 0.

(b) Ist{gs,...,0:} eine Gbbnerbasis von M, so iitrij | 1<i,j gt} ein Erzeugendensystem von
Kernd, wobei

t
L —mis e (ij)
k=1

In Vektorschreibweise:

0 0 )
vdots vdots £
Gi=| Mi [—] ™ [~ : [eR.
; ; 1)
0 0

(c) Definiere eine monomiale Ordnung auf G wie folgtirAMonome mn € R ist ng; > ngj, falls
in(me;) > in(ng;) bediglich der Ordnung auf F oder {me;) = in(ng;j), aberi< j.

Ist{gs,...,q} eine Gibbnerbasis von M, so igtT;; \ 1<i,j <t} eine Gobnerbasis voiKernd
beziglich der obigen Ordnung auf G.

7.11 Beispiel. X>Y, <=<lex, 01 = X2, 02 = Xy+ Y2, M = (g1,02) € R=K[x,Y].
in(g1) = X2, in(g2) = xy haben ggTx.
@gl - M92 =—xy¥=(-y)g2+ y° Standardausdruck.
X X R ,

h12

Setzeys := hy> = y° und erhalte Syzygie voM = (01,02,03):

y
Tio=| X+Yy|.
-1

Es isth;3 = 0. Betrachte das Paég2,g3). Es ist ggTin(gz),in(gs)) =y

in(gs) ~ in(g2)
y (7] 7y O3 =Y=Y0,

alsohyz = 0. Somit ist{g1,9,,03} eine Gbbnerbasis voM und {112,113, T23} eine Gbbnerbasis
(beziglich der richtigen Ordnung) des Syzyienmoduls %bn



