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KAPITEL 1

Elementare Gruppentheorie

Lernziele:

e Das Konzept einer Gruppe und Untergruppe, sowie einer (Links-/Rechts-) Ne-
benklasse verstehen. Zyklische Gruppen.

Das Konzept eines Homomorphismus verstehen.

Kern eines Homomorphismus, Normalteiler und das Injektivitdtskriterium.
Den ubiquitdren Satz von Lagrange und seine Varianten verstehen, samt der
Beweisidee.

Die abelsche Gruppe (Z,+) und ihre (zyklischen) Untergruppen. Division-mit-
Rest-Argument verstehen.

Den Satz von Cayley samt Beweis kennen.

Die Klassengleichung kennen und eine Vorstellung vom Beweis haben.

1. Motivation und Einordung

Der Gruppenbegriff ist zentral fiir die ganze Mathematik, nicht etwa nur von Be-
deutung in der Algebra. Jedem mathematischen Objekt M (einer Menge, einem Vektor-
raum, einem topologischen Raum, einer Gruppe, einer geordneten Menge, etc.) kann man
ndmlich seine Symmetriegruppe S(M) zuordnen, gebildet aus allen die gegebene Struktur
von M bewahrenden Isomorphismen f: M — M. [..]]

2. Untergrupppen, Nebenklassenzerlegung

DEFINITION 2.1. Eine Teilmenge U einer Gruppe G heisst Untergruppe von G (Schreib-
weise: U < G), falls gilt

(Ul) eq €U
(U2) U-UCU
(U3) U~ C U.

Dabei ist U - U <&/ {uruz | u1, uz € U} und U1 wf {u™ | w € U}. Mit der von G
induzierten Multiplikation
v:UxU—=U, (z,y) »xcy
ist eine Untergruppe selbst eine Gruppe.

BEISPIELE 2.2. (a) Sei G eine Gruppe. Dann sind {e} und G Untergruppen.
(b) Sei G eine Gruppe und g € G Dann ist

(9):={g" IneZ}

eine Untergruppe von G. Sie heisst due von g erzeugte (zyklische) Untergruppe.
(¢) A, ist Untergruppe von S,.
(d) SL,(K) < GL,(K).

DEFINITION 2.3. Eine Gruppe G heisst zyklisch, falls es ein g € G gibt mit G = (g).
Jede zyklische Gruppe ist abelsch. Die Umkehrung gilt nicht.

5



6 I. ELEMENTARE GRUPPENTHEORIE

BEISPIELE 2.4. (a) Die Permutation

(1 2 ... n-1 n
=23 ... n 1
erzeugt eine zyklische Gruppe (o), bestehend aus 1, o, 02,..., 0”1, der Ordnung n.
(b) Sei z, = €2™/™ betrachtet als Element von (C*,-), wobei C* = C\ {0}. Dann
besteht U,, = (z,) aus den Elementen 1, z,, 22,..., 27~ 1. Also |U,| = n.

(¢)* Jede endliche Untergruppe von (C*,-) der Ordnung n stimmt mit U, iiberein,
ist also zyklisch.

(d)* Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K* = K \ {0} eines
Korpers K ist zyklisch.

(e) (Z,+) ist zyklisch (und unendlich).

DEFINITION 2.5. Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Fiir g € G heisst
Ug={ug|ueU}
die Linksnebenklasse von G nach U. Mit G/U bezeichnen wir die Menge aller Linksne-
benklassen von G nach U.
LEMMA 2.6. Aquivalent sind:
(a) Ug=Uh
(b) UgNUR #0
(c) hgeteU
BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O
SATZ 2.7. Sei U eine Untergruppe von G Dann ist

G= ]_[ N
NeG/U

eine disjunkte Zerlegung von G in Linksnebenklassen N, die alle zu U gleichmdchtig sind.

Hierbei bezeichne [ ] die disjunkte Vereinigung. Zwei Menge M und N heissen gleichméchtig,
wenn es eine bijektive Abbildung f: M — N gibt. Im Fall endlicher Mengen bedeutet dies,
dass die Anzahlen von Elementen von M und von N iibereinstimmen.

BEWEIS. Jedes g € G liegt in einer Nebenklasse, z. B. in Ug. Verschiedene Neben-
klassen sind nach Lemma disjunkt. Dies zeigt den ersten Teil der Aussage. Fiir g € G
ist die Abbildung

h: U —=Uyg, u— ug
bijektiv mit Umkehrabbildung Ug — U, y — yg~'; daher sind U und Ug gleichmiichtig.
|

FOLGERUNG 2.8 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und U eine Un-
tergruppe. Dann gilt
G| = [U]-1G/U].
Insbesondere sind daher die Ordnung |U| von U und der Index [G : U] s |G/U| von G
nach U Teiler der Ordnung |G| von G.

FOLGERUNG 2.9. Jede Gruppe G von Primzahlordnung p ist zyklisch und hat {e} und
G als einzige Untergruppen.

BEWEIS. Ist U eine Untergruppe von G, so ist |U| ein Teiler von p, also |U| = 1 oder
|U| = p. Dies zeigt U = {e} oder U = G. Wihle nun e # g € G. Es folgt (g) # {e}, also
(9) =G. O

FoLGERUNG 2.10 (“Kleiner Fermat”). Ist G eine Gruppe der Ordnung n und g € G,
so gilt g" = e.



2. UNTERGRUPPPEN, NEBENKLASSENZERLEGUNG 7

BEWEIS. Die von g erzeugte zyklische Untergruppe U = (g) hat als Ordnung einen
Teiler m von n. Es reicht also folgende Aussage zu zeigen:

In einer zyklischen Gruppe U = (g) der Ordnung m gilt g™ = e; ferner ist m die
kleinste natiirliche Zahl > 1 mit g™ = e.

Beweis hierfiir: Sei  die kleinste natiirliche Zahl > 1 mit ¢" = e. (Diese heisst auch
die Ordnung von g.) Dann sind die Elemente

e’ 97 92""7gr_1

paarweise verschieden: sonst gilt fiir 0 < j < k < r —1 ¢/ = ¢*, also ¢* 7 = e, im Wi-
derspruch zur Wahl von r. Ferner ist {e, g,..., g" "'} gegen Multiplikation abgeschlossen
(beachte g" = e), also (Ubung) eine Untergruppe von G. Es folgt |{g)| = r. O

SATZ UND DEFINITION 2.11. Sind G und H Gruppen, so ist G x H vermdge
(g,h) - (g'. 1) = (99", W)
wieder eine Gruppe. G X H heisst direktes Produkt von G und H.

BEMERKUNG 2.12. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung > 2 oder unendlich.
Dann ist G x G nie zyklisch.

Bewers. Vgl. Ubungen. ]

DEFINITION 2.13. Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung f: G — H heisst Ho-
momorphismus, wenn
flaay)=f=)u fy)
fir alle z, y € G gilt. Ist F' zusétzlich bijektiv, so nennen wir f Isomorphismus. Zwei

Gruppen G und H heissen isomorph (Schreibweise: G ~ H), falls es einen Isomorphismus
f: G — H gibt.

EIGENSCHAFTEN 2.14. f: G — H sei ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
(a) f(ec) =en

(b) f(a™) = f(x)~*

(c) U<G= f(U)<H

(d) V<H= fY(V)<aG.

BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O

DEFINITION 2.15 (Normalteiler). Eine Untergruppe N von G heisst Normalteiler,
wenn fiir jedes g € G
gNg ' C N
gilt. Notation: NV < G.

Aquivalent sind:

gNg~' C N fiir jedes g € G.
gNg~! = N fiir jedes g € G.
gN C Ny fiir jedes g € G.
gN = Ny fiir jedes g € G.

SATZ 2.16. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
N =Kem(f) ={z € G| f(x) =en} = [ ({en})

ein Normalteiler in G.
BEISPIELE 2.17. (1) det: GL,(K) — K* hat Kern SL,, (K).
(2) sgn: S, — {£1} hat Kern A,,.
(3) exp: (R, +) — (R*,-) ist injektiver Gruppenhomomorphismus, also Kern(exp) =

{0}



8 I. ELEMENTARE GRUPPENTHEORIE

SATZ 2.18 (Injektivitdtskriterium). Ein Gruppenhomomorphismus h: G — H ist ge-
nau dann injektiv, wenn Kern(H) = {eq} gilt.

BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O

3. Der Satz von Cayley

SaTz 3.1 (Cayley). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann ist G isomorph
zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.

BEWEIs. Fiir jedes g € G ist die Abbildung
pg: G =G, x— gz

eine bijektive Abbildung, somit ein Mitglied der symmetrischen Gruppe S(G) ={f: G —
G | f bijektiv}. Wir zeigen, dass

0: G = S(GQ), g— @4
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist:
(a) ¢ ist Homomorphismus:
pgn(x) = (gh)r = g(hx) = @4(pn(r)) = @4 © on(z).
(b) ¢ ist injektiv: Ist ¢, = 1¢, so folgt
z=1g(x) = p4(z) = gz
fiir alle z € G; insbesondere fiir z = e, und g = e folgt.
Wegen |G| = n gilt S(G) =~ S,,, und die Behauptung folgt. O
SATZ 3.2. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

BEWEIS. Wesentliches Hilfsmittel ist die Division mit Rest in Z: Seien m, n ganze
Zahlen mit n # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢, r mit

m=qn-+r

und mit 0 < r < |n|. (Beweis siehe Vorlesung.) Sei nun (G, ) ein zyklische Gruppe, etwa
G = (g). Sei U eine Untergruppe von G, wobei wir U # {e} annehmen. Sei e # u € U. Es
gibt dann ein n # 0 mit v = ¢". Da mit u auch v~! in U ist, kénnen wir n > 0 annehmen,
und auBerdem, dass n > 0 minimal ist mit ¢" € U. Wir zeigen U = (u) = (g"): Da
g" = u € U gilt, ist (u) C U klar. Sei v € U beliebig. Es gibt ein m € Z mit v = g™.
Division mit Rest ergibt ¢, » mit m = ¢gn +r mit 0 < r < n. Wegen g™, g" € U gilt auch
g =g"I" =g . g1 € U. Wegen r < n und der Minimalitéit von n folgt » = 0, also
v=g" =g =u" € (u). O

Dies Argument mit der Division mit Rest wird uns spéter auch in anderen Situationen
wieder begegnen.

FOLGERUNG 3.3. Jede Untergruppe von (Z,+) ist zyklisch.

LEMMA 3.4. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n < co. Sei d ein Teiler
von n (d>0). Dann ist U = (g™'?) eine Untergruppe der Ordnung d.

BEwEIS. Ersichtlich ist d der kleinste Exponent mit
(g™ =e.
O

Fiir zyklische Gruppen ldsst sich der Satz von Lagrange (|U| | |G|) gewissermafien
“umkehren”. Allerdings ist dies generell nicht der Fall:

BEISPIEL 3.5. Die alternierende Gruppe A4 hat die Ordnung 12, aber keine Unter-
gruppe der Ordnung 6. (Werden wir spiiter sehen.)
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4. Konjugation
Fiir jedes g € G ist hy: G — G, x> gzg~"' ein Automorphismus von G.

DEFINITION 4.1. Elemente z, y € G heiflen konjugiert, falls es ein ¢ € G gibt mit
y = grg~ . Wir bezeichnen mit C(z) = {gzg~! | g € G} die Menge aller zu x konjugierten
Elemente. Diese heisst die Konjugationsklasse von .

Ist U eine Untergruppe von G, so ist hy(U) = gUg~"' eine Untergruppe von G, die
zu U konjugiert heisst. Genau die Normalteiler von G stimmen mit ihren konjugierten
Untergruppen iiberein.

1

DEFINITION 4.2. Z(G) = {z € G | gz = zg fiir alle g € G} heisst das Zentrum von
G.

SATZ 4.3. Z(G) ist Normalteiler in G.
BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O

SATZ 4.4. (a) z € C(z).
(b) Cx)NC(y) #0 = C(z) =C(y).
(¢) [Cx)]=1 & Clx)={z} & z<€Z(G).

BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O
Satz 4.5 (Klassengleichung). Ist G eine endliche Gruppe, so gilt

Gl=1z(@)+ > IC@).

|C(x)|>1
BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O
Sei Z(z) = {g € G| grg~! = x} (der Zentralisator von z).
LEMMA 4.6. |C(z)| = |G|/|Z(z)].
BewEis. Durch G/Z(z) — C(z), gZ(x) — grg~! ist eine Bijektion gegeben. O

LEMMA 4.7. Sei G eine Gruppe der Ordnung p™ (p prim, n > 1). Dann ist das
Zentrum Z(G) = {g € G | gx = xg fir alle x € G} # {e}.

BEwEIs. Nach dem Lemma ist |C(z)| = |G|/|Z(x)| ein Teiler von |G| = p™. Ist
|C(z)] > 1, so wird |C(z)| also von p geteilt. Es folgt, dass auch |Z(G)| von p geteilt wird.
Also ist Z(G) nicht trivial. O

FOLGERUNG 4.8. Jede Gruppe der Ordnung p* (p prim) ist abelsch.

BEWEIS. Nach Lemma [4.7] sind nur

12(G)| = {i

moglich. Falls |Z(G)| = p?, so sind wir fertig. Nehme also | Z(G)| = p an. Dann ist G nicht
abelsch. Es gibt dann ein = € G, dessen Zentralisator Z(z) echt in G enthalten ist. Es
folgt

Z(G)CZ(x) G
und damit (Lagrange) Z(G) = Z(z). Aber x € Z(x) und z ¢ Z(G), Widerspruch. O






KAPITEL II

Faktorstrukturen
Lernziele:
e Das Konzept einer Faktorgruppe verstehen, und warum hier Normalteiler wichtig
sind.
Homomorphiesatz.

Satz von Cauchy.

Beispiele von Gruppen kleiner Ordnung kennen.

Ringtheoretische Analoga verstehen.

Der Restklassenring Z,, = Z/nZ. Nullteilerfreiheit und Kérpereigenschaften in
Abhéngigkeit von n verstehen.

1. Faktorgruppen

Ist N ein Normalteiler in einer Gruppe G, so gilt gN = Ny fiir jedes g € G; wir
schreiben im folgenden [g] := Ng.

SATZ UND DEFINITION 1.1. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G. Dann

bildet
G/N ={lgllg € G}
beziiglich der Verkniipfung
def
[z] - [yl = [zy]

eine Gruppe. Dabei ist [eg] das neutrale Element und [x71] zu [x] invers.

G/N heifst die Faktorgruppe von G nach N (oder auch Quotient von G nach N.)

BeEwels. (Siehe Vorlesung.) Hauptaugenmerk liegt hier darauf zu zeigen, dass die
angegebene Verkniipfung wohldefiniert ist; dazu muss man die Normalteilereigenschaft
verwenden. |

Zusatz 1.2. Die Abbildung
v: G — G/N, z— [z]
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(v) = N.
v: G — G/N heiit der natiirliche Homomorphismus.

BEMERKUNG 1.3. (a) Jeder Kern eines Gruppenhomomorphismus h: G — H ist
Normalteiler in G. Umgekehrt ist nach dem vorherigen jeder Normalteiler N in G Kern
des natiirlichen Homomorphismus

vy: G — G/N, z+— [z]N.
(b) Fiir N = G ist G/N = {[e]} die einelementige, triviale Gruppe.

(¢) Fir N = {e} ist der natiirliche Homomorphismus v: G — G/{e} surjektiv mit
Kern(v) = {e}, also ein Isomorphismus.

(d) Die allgemeine Situation liegt zwischen den beiden Extremfillen (b) und (c).
Durch die Faktorkontruktion wird beim Ubergang von G nach G/N durch v eine ”Ver-
kleinerung”von G erreicht, bei der N auf das neutrale Element [e] von G/N und allgemein
eine Nebenklasse Nz C G auf das Element [z] zusammenschrumpft.

11



12 II. FAKTORSTRUKTUREN

HINWEIS 1.4. e Wenn G eine abelsche Gruppe und U in G eine Untergruppe
ist, kénnen wir somit stets die Faktorgruppe G/U bilden.
e Man mache sich klar, wo es mit der Faktorbildung im nicht-abelschen Fall schief-
geht, wenn U nur eine Untergruppe, aber kein Normalteiler von G ist!

SATz 1.5. Fiir jedes natiirliche n > 1 ist

T =17)Z n
eine zyklische Untergruppe von (Z,~+) der Ordnung n, die gerade aus den Nebenklassen
[0}, 1], [21,-.., [n = 1]
besteht.
BEWEIS. Per Division mit Rest. (Vgl. Vorlesung.) O

Wie sieht konkret die Addition auf Z,, aus? Seien 0 < z, y < n und

[z + y] falls x +y < n,
[x +y—n] sonst.

m+m—m+m—{

Wir kénnen daher auf {0, 1,..., n — 1} eine Addition +,, erklidren durch

ety r+y falls x + y < n,
nY Tr+y—mn sonst.

Nimmt man dies als Startpunkt, miifite zunichst die Assoziativitit der Verkniipfung ge-
zeigt werden, was relativ aufwandig ist. Die Bildung der Faktorgruppe erledigt dies we-
sentlich eleganter.

2. Der Homomorphiesatz

Das Konzept der Faktorgruppe entfaltet seine volle Wirksamkeit erst im Zusammen-
wirken mit dem Homomorphiesatz, der besagt, dass — bis auf eine nachfolgende Einbettung
— jeder Homomorphismus so aussieht, wie ein natiirlicher Homomorphismus v: G — G/N.

SATZ 2.1 (Homomorphiesatz). Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus und N =
Kern(f). Dann ist N ein Normalteiler in G und es gibt genau einen Homomorphismus
f:G/N — H mit fov = f; es gilt also f([z]) = f(x) fir alle x € G, d. h. das folgende
Diagramm kommutiert:

G#H

b
v Ve
l i
G/N
Ferner ist f injektiv.

BEWEIS. Man definiert f([z]) = f(=) fiir alle 2 € G. (Dies ist die einzige Moglichkeit,
wenn die Aussage im Satz richtig sein soll.) Man muss zeigen, dass dies wohldefiniert ist.
Seien also x, y € G mit [x] = [y]. Dies bedeutet zy~! € N = Kern(f), also f(z)f(y)~! =
f(xy™") = ey, was gleichbedeutend zu f(z) = f(y) ist. — Man rechnet nun leicht nach,

dass f ein Gruppenhomomorphismus ist, der, wegen Kern(f) C N, trivialen Kern hat,
also injektiv ist. Die Eigenschaft f([z]) = f(z) gilt unmittelbar nach Definition von f. O

FOLGERUNG 2.2. Ist f surjektiv, so ist f ein Isomorphismus.

SATZ 2.3. (a) Jede unendliche zyklische Gruppe G ist isomorph zu (Z,+).
(b) Jede endliche zyklische Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu Z,.

BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O
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SATZ 2.4 (iiber induzierte Homomorphismen). Sei f: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus, und sei N ein Normalteiler in G, und P ein Normalteiler in H. Falls f(N)CP
gilt, so gibt es genau einen Homomorphismus f: G/N — H/P, fiir den fovy =vpo f
gilt.

BEWEIS. Man definiert f: G/N — H/P durch
F(zln) = [f(@)]p-

Man zeigt dann:

(a) f ist wohldefiniert (wenn f(N) C P);
(b) f ist Homomorphismus;
(c) Fiir f gilt die Formel.
(Siehe Vorlesung.) O

HINWEIS 2.5. In dieser generellen Situation ist f i. a. nicht injektiv.

3. Der Satz von Cauchy

Die behandelten Faktorgruppen sind auflerordentlich niitzlich. Sie ermoglichen z. B.
fiir endliche Gruppen intelligente Induktionsargumente. Wir diskutieren hier als einen
solchen Anwendungsfall den Satz von Cauchy.

LEMMA 3.1. Sei G eine Gruppe der Ordnung p™ (p prim, n > 1). Dann enthdlt das
Zentrum Z(G) ein Element g der Ordnung p, und N = (g) ist ein Normalteiler in G.

BewEIs. Da der Beweis der Aussage sich in Z(G) abspielt, nehmen wir zur Abkiirzung
der Notation Z(G) = G an. Ist G zyklisch, so gibt es offenbar ein Element der Ordnung
p. Andernfalls, sei ¢ € G mit {1} C (g) C G. Dann hat per Induktion wegen |G| =
[{(g)|-|G/{g}| nun {(g) oder G/(g) ein Element der Ordnung p. Im ersten Fall ist man fertig.
Im zweiten Fall betrachtet man das Urbild eines solchen Elements unter dem kanonischen
Homomorphismus v: G — G/{g) und die davon erzeugte zyklische Untergruppe in G.
Deren Ordnung wird von p geteilt, enthélt also ein Element der Ordnung p.

Jede Untergruppe in Z(G) ist offenbar ein Normalteiler in G. O

SATz 3.2 (Cauchy). Es sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung durch die Primzahl
p geteilt wird. Dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

BEWEIS. Der Beweis von Lemma [£.7] zeigt die Richtigkeit des Satzes von Cauchy
unter der Zusatzvoraussetzung, dass G abelsch ist. Den allgemeinen Fall fithrt man hierauf
zuriick: Induktion nach n = |G|. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Sei n > 1. Wir nehmen
an, dass keine echte Untergruppe U von G mit p | |U| existiert (andernfalls sind wir per
Induktionsvoraussetzung fertig). Sei g € G mit g ¢ Z(G). Dann ist der Zentralisator Z(g)
eine echte Untergruppe von G. Da dessen Ordnung nicht von p geteilt wird, teilt p den
Index [G : Z(g)] = |C(g)]. Aus der Klassengleichung

Gl=12(&)|+ Y [C(x)

|C(2)[>1
folgt p | |Z(G)|. Nach Annahme gilt dann aber Z(G) = G, d. h. G ist abelsch. In dem Fall
ist uns die Aussage, wie bereits erwéhnt, schon bekannt. O

4. Gruppen kleiner Ordnung

Mit Hilfe des Satzes von Cauchy kénnen wir fiir eine ganze Reihe kleiner Ordnungen
sdmtliche Gruppen dieser Ordnung bestimmen. Wir wollen bis zur Ordnung 15 sehen, wie
weit wir mit unseren jetzigen Féhigkeiten kommen. Sei also G eine endliche Gruppe der
Ordnung n.

e n =1 klar.
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e n=2 3,5 7, 11, 13. Hier ist n eine Primzahl. Wir wissen, dass diese Gruppen
zyklisch sind, isomorph zu Z,,, und aufler {e} und G keine weiteren Untergruppen
haben. G = (g), g™ = e. Wir haben also auch den sog. Untergruppenverband
von G bestimmt (d. h. die Menge aller Untergruppen von G, geordnet mit der
Inklusion.)

G

{e}

e n =4,9. Hier ist n = p? fiir eine Primzahl p, daher ist G' abelsch (nach Folge-
rung [I14.8). Elemente e # G haben die Ordnung p oder p?. Nur zwei Fille sind
moglich:

(a) Es gibt ein ¢ € G der Ordnung n = p?. In diesem Fall ist G zyklisch,
G = (g), g" = e. Ferner ist der Untergruppenverband linear:

G =(g) P’

{e} 1

(b) Jedes e # g € G hat die Ordnung p. Jedes solche Element liegt daher in
genau einer Untergruppe U der Ordnung p. Abzéhlen

G\ {e}|=p* ~1=(p+1)(p—1)=(p+ DU\ {e}]

zeigt, dass G genau p + 1 Untergruppen der Ordnung p hat und dies alle

echten Untergruppen von G sind.

(bl) n =4 (p = 2). G = (a,b), a®> = b*> = e, ab = ba. G ist die sog.
Kleinsche Vierergruppe, G ~ Zs X Zs. Untergruppenverband:

G = {(a,b)

(b2) n =9 (p=3). G = {(a,b), a® = b3 = e, ab = ba. G ist isomomorph zu
Zs x Zs3. Untergruppenverband:

G = (a,b)

/ \
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Bemerkung: Mit #hnlicher Argumentation ist jede Gruppe der Ordnung n = p?
entweder zu Z,, oder zu Z, X Z, isomorph. Diese Gruppen sind daher sémtlich
direkte Produkte von zyklischen Gruppen. Der Hauptsatz iiber endliche abelsche
Gruppen sagt, dass die letztgenannte Eigenschaft allgemeiner fiir alle endlichen
abelschen Gruppen gilt.

e n =6, 10, 14. Diese Ordnungen haben die Form n = 2p, wobei p eine ungerade
Primzahl ist. Der Satz von Cauchy sagt uns, dass es sowohl ein Element g der
Ordnung 2 als auch ein Element i der Ordnung p gibt. Folgende Fille sind
moglich (fiir Details vgl. Vorlesung):

(a) G hat ein Element der Ordnung n = 2p. Dann ist G ~ Z,, zyklisch.

(b) Jedes e # x € G hat entweder die Ordnung 2 oder die Ordnung p. Sei,
wie oben, g eines der Ordnung 2, h der Ordnung p. Es hat N = (h) als
Untergruppe der Ordnung p den Index 2, ist also Normalteiler in G (vgl.
Ubungen). Man zeigt, dass N die einzige Untergruppe der Ordnung p ist.
Somit haben alle Elemente aus G \ N die Ordnung 2, bilden damit (zu-
sammen mit e) p Untergruppen Uy, ..., U, der Ordnung 2. Wir haben den
Untergruppenverband ermittelt:

/

G n=2p

Darstellung durch Erzeugende und Relationen: N = (h), h? = e, U; = (g),
g% = e. Man zeigt nun, dass

p: NxU; = G, (n,u) = nu
bijektiv ist. Es lésst sich also jedes x € G eindeutig in der Form
r=hi¢gy 0<i<p—-1,0<j<1
schreiben. Ferner gilt
ghg~t =h'

fiir ein 0 < ¢ < p — 1. Man sieht aber, dass nur i = 1 und ¢ = p — 1 moglich
sind. Im Fall i = 1 gilt gh = hg, und G ist abelsch, G ~ Z, X Zy ~ Zo,
(Ubung), also zyklisch. Im Fall i = p — 1 gilt G = (g, h) mit Relationen
g> = e = hP, ghg™' = hP~1. Dies liefert die sog. Diedergruppe D,, (vom
Grad p und der Ordnung 2p).

e n =8 =23 [..] Der interessante Fall ist hier, dass G eine zyklische Untergruppe
N der Ordnung 4 hat, die automatisch Normalteiler von G ist. N = {(g), g* = e.
Es gibt dann zwei Falle:

(a) In G\ N gibt es ein Element h der Ordnung 2. Es folgt G = (g, h) mit
g* = e = h2, und ferner folgt hgh™! = ¢>. Es handelt sich also um die
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Diedergruppe Dy. Der Untergruppenverband sieht wie folgt aus:

G 8
/ \
(gh,g°h (9) (h, g%) 4
y / \ 2
9
\ 6}/ 1

(b) In G\ N hat jedes Element die Ordnung 4. Hier zeigt man, dass G die
Quaternionengruppe ist:

G = (a,b)

Ng/ \N
~) 7

{e}

a* =e, b = a?, ba = a~'b. Hier sind alle Untergruppen Normalteiler.
e n =12 = 22.3. Hier gibt es als abelsche Gruppen

Z4 X Zg, ZQ X ZQ X Zg, Z12

N

U

2

und drei nichtabelsche
— Ay alternierende Gruppe;
— Dg Diedergruppe;
— sog. dizyklische Gruppe ({(a,b), a® = e, b*> = a>, ba = a~'b).
e n=15=3-5. Hier ist jede Gruppe zyklisch, siche Ubungen.

5. Ringe und Koérper
DEFINITION 5.1. Ring (mit Eins 1g). Kommutativer Ring. (Siehe Vorlesung.)

BEISPIELE 5.2. (a) Z.

(b) Jeder Korper, insbesondere @, R und C.

(¢) Endg (V) fiir einen K-Vektorraum V.

(d) M,,(K). Fiir n > 2 nicht kommutativ.

(e)* Zp, =7Z/nZ = {[0], [1],...,[n — 1]} mit

def
[2] - [y] = [zy]

ist ein kommutativer Ring mit n Elementen.

(f)* K ein Korper, K[X] der Ring der Polynome iiber K in der Unbestimmten X.

DEFINITION 5.3. Ein Ring R, fiir den R* = R\ {0} bzgl. Multiplikation eine Gruppe
ist, heiflt Schiefkorper. Ist R zusétzlich kommutativ, so heifit R ein Korper.
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BEISPIELE 5.4. (1) Q C R C C sind Kérper. Weitere Kérper wie
QV2 = {a+bv2|a, beQ}
und
Q[i] = {a+bifa, beQ}

erhilt man als Teilkorper von R bzw. C.
(2) Die Ringe Z und M,,(K) (n > 2) sind keine (Schief-) Korper.

(3) Die Menge
H = {(_"b 2) |a,b€C}

bildet bzgl. Matrizenaddition und -multiplikation einen Schief-Koérper, den Schiefkérper
der (Hamiltonschen) Quaternionen. — Fiir (a,b) # (0,0) ist

a b\ 1 i —b
~boaj P+ b a )

Ist p eine Primzahl, so ist Z, = Z/pZ ein Kérper mit genau p Elementen.
* Ist K ein endlicher Korper, so ist |K| = p™ eine Primzahlpotenz.

* Sind K und L endliche Kérper mit |K| = |L|, so sind K und L isomorph.
* Ist K ein Korper, so ist

(4)"
()
(6)
(7)

f
K(X) = {5 | f, 9 € KIX], g # 0}
ein Korper, der Korper der rationalen Funktionen iiber K in der Unbestimmten X.

LEMMA 5.5. Jeder Schiefkorper K ist nullteilerfrei, d. h. x -y = 0 impliziert = 0
oder y = 0.

BEWEIS. Ist 2y = 0 und « # 0, so folgt

1

y=1y=(""2)y=2a"'(xy) =0.

O

DEFINITION 5.6. Ein kommutativer Ring mit 0 # 1 heift Integritétsbereich, wenn er
nullteilerfrei ist.

BEISPIELE 5.7. (1) Z.

(2)* Allgemeiner ist jeder Unterring eines Korpers K nullteilerfrei.

(3)* K[X] ist nullteilerfrei (K ein Korper).

(4)* Jeder Integritétsbereich lisst sich in einen Kérper einbetten, damit als Unterring
eines Korpers auffassen. (Beweis spiiter.)

SATZ 5.8. Jeder endliche Integrititsring R ist ein Kdrper.
BEWEIS. Sei a € R, a # 0. Die Abbildung
M:R— R, x—ax

ist — da a kein Nullteiler ist — injektiv, und wegen der Endlichkeit von R auch surjektiv.
Insbesondere gibt es ein € R mit 1 = \,(z) = az. Also ist a invertierbar. ]

DEFINITION 5.9. Sei R = (R, +, ) ein Ring mit Einselement. Sei K ein Kérper. Dann
heisst R eine K-Algebra, wenn R bzgl. einer Abbildung

KxR—R, (,r)~»a-r=ar
zusétzlich ein K-Vektorraum ist, so dass gilt

a(rs) = (ar)s =r(as) firallea e K, r, s € R.
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BEISPIELE 5.10. (1) Endg (V) fiir einen K-Vektorraum V.

(2) M,,(K) ist eine K-Algebra der Dimension n?.

(3) C([0,1],R) stetige reelle Funktionen auf [0,1] ist eine unendlichdimensionale R-
Algebra.

(4)* K[X] ist eine unendlichdimensionale K-Algebra.

SATz 5.11. Jede endlichdimensionale nullteilerfreie K-Algebra R # 0 (K ein Kérper)
ist ein Schiefkorper.

BEWEIS. Sei a € R, a # 0. Die Abbildung

M: R— R, z— ax
ist K-linear und — da a kein Nullteiler ist — injektiv, und wegen der Endlichdimensionalitét
von R auch surjektiv. Insbesondere gibt es ein x € R mit 1 = A\,(x) = ax. Aus denselben
Griinden gibt es ein y € R mit 1 = A\, (y) = zy. Es folgt
a=a-1=a(zy) = (ax)y =1-y,

d. h. ax = 1 = xa, und damit ist a invertierbar. O

DEFINITION 5.12. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung f: R — S heisst (Ring-)
Homomorphismus, falls

flea+y)=fx)+ f(y) firallez,y € R
flx-y)=f(x) f(y) firalexz,yeR
f(Ar) =1
gilt. Ist F zusitzlich bijektiv, so heisst f ein Isomorphismus (von Ringen). Zwei Ringe R

und S heissen isomorph (Notation: R ~ S), falls es einen Isomorphismus f: R — S gibt.

DEFINITION 5.13. Unterring = Teilring. Teilkérper / Kérpererweiterung. (Siehe Vor-
lesung.)

BEISPIELE 5.14. (1) Z ist Teilring von Q. Q ist ein Teilkorper von R.

(2) Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist Bild(f) ein Unterring von S.

(3) Sei R ein Ring. Dann ist durch h: Z — R, n — n-1 = ... ein Ringhomomorphismus.
Dessen Bild Z - 1 ist der kleinste Unterring von R.

(4) A =C(]0,1],R). Sie € [0,1]. Dann ist e;: A = R, f — f(x) ein (surjektiver)
Ringhomomorphismus.

(5) Ist S ein Unterring von R, so ist die Einbettung j: S — R,  — x ein Ringhomo-
morphismus.

6. Ideale und Faktorringe
SATZ 6.1. Sei f: R — S ein Homormorphismus von Ringen. Dann hat
I =Kern(f)={r e R| f(r) =0}
folgende FEigenschaften:

(I1) (I,4+) ist eine Untergruppe von (R,+);
(I2) R-ICIundI-RCI.

BeEweEis. Klar. O

DEFINITION 6.2. Eine Teilmenge I C R eines Rings R heisst Ideal, falls sie obige
Eigenschaften (I1) und (12) erfiillt.

LEMMA 6.3. Sei R ein kommutativer Ring und a € R. Dann ist I = Ra = {ra | r € R}
ein Ideal in R.

Ra heifit (das von a erzeugte) Hauptideal.
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SATZ 6.4. Im Ring Z ist jedes Ideal ein Hauptideal.

BeweEls. Wir hatten schon gesehen, dass die abelsche Gruppe (Z,+) nur zyklische
Untergruppen besitzt, allesamt von der Form Z-n (n € Z). Da jede Ideal in Z insbesondere
eine Untergruppe von Z ist, folgt sofort die Behauptung. |

DEFINITION 6.5. Ein Integrititsbereich, in welchem jedes Ideal ein Hauptideal ist,
heifit Hauptidealring (oder -bereich).

BEISPIELE 6.6. Beispiele fiir Hauptidealringe:
(1) Z
(2) Jeder Korper.
(3)* Der Polynomring K[X] (K Korper). (Dies wird spéter gezeigt.)

SATZ 6.7. Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Korper, wenn er genau zwei
Ideale hat.

BEWEIS. (1) Seien {0} und R die einzigen beiden Ideale in R (also insbesondere
R # {0}). Sei @ € R mit a # 0. Dann ist das von a erzeugte Hauptideal Ra ungleich {0},
also muss Ra = R gelten. Insbesondere gibt es ein 7 € R mit 1 = ra. Es folgt, dass a
invertierbar ist.

(2) Sei R ein Koérper. Dann sind die Ideale {0} und R verschieden. Sei I # {0} ein
Ideal. Es gibt ein @ € I mit a # 0. Da a invertierbar ist, gilt 1 = a~!a € Ra C I. Ist nun
r € R beliebig, so folgt r =7 -1 € I. Also gilt I = R. ]

SATZ UND DEFINITION 6.8. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann wird die
Faktorgruppe R/I von (R,+) nach I zu einem Ring vermdige der Multiplikation

def
[z] - [y] = [wy],
wobei hier [z] fir x € R die Nebenklasse x + R € R/I bezeichnet. Es ist 1g/; = [Lg|. Der
Ring R/I heisst der Faktorring von R nach dem Ideal I (oder: modulo I).

BewEIs. Ahnlich wie im Gruppenfall ist hier der wesentliche Punkt zu zeigen, dass
die Multiplikation wohldefiniert ist. Dazu verwendet man die Idealeigenschaft. (Details
siehe Vorlesung.) O

SaTz 6.9 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Seien R und S Ringe, und sei f: R — S
ein Ringhomomorphismus. Dann ist I = Kern(f) ein Ideal in R. Es gibt genau einen
Ringhomomorphismus f: R/I — S mit fov = f, wobei v: R — R/I, a v [a] der
natiirliche surjektive Ringhomomorphismus ist. Ferner ist f injektiv.

BEWwEIS. Der Homomorphiesatz fiir Gruppen liefert einen eindeutigen Gruppenho-
momorphismus f: R/I — S, zwischen den additiven abelschen Gruppen (R/I,+) und
(S,+), fiir den for = f gilt, und f ist injektiv. Es ist nur noch zu zeigen, dass f auch ein
Ringhomomorphismus ist. Dies rechnet man leicht nach. (Siehe Vorlesung fiir Details.) O

7. Der Faktorring Z, = Z/nZ

SATz 7.1. Firn > 1 sind dquivalent:
(1) Z, ist ein Kérper.
(2) Z,, ist ein Integrititsbereich.
(3) n ist eine Primzahl.

BEWEIS. (1)<(2): Da Z,, endlich ist, folgt dies aus Satz und Lemma [5.5]

(2)=(3): Sei Z,, integer und n keine Primzahl. Dann gibt es a, b € Zmit 1 < a, b<n
mit n = a - b. Fiir die Klassen in Z,, folgt dann [a] # 0, [b] # 0, aber [d] - [b] = [n] = [0],
Widerspruch.
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(3)=(2): Sei n = p eine Primzahl. Wir verwenden folgende Eigenschaft einer Primzahl:
teilt p ein Produkt ab, so teilt p einen der Faktoren, a oder b. Seien nun a, b € Z mit
[a] - [b] = [0]. Dann [ab] = [a][b] = [0], also ab € Z - p. Das bedeutet p | ab, also teilt p einen
der Faktoren, was [a] = 0 oder [b] = 0 bedeutet. O

F, = Z,. Anwendung: Jeder endliche Kérper K enthélt p™ Elemente. Enthélt einen
zu IF,, isomorphen Teilkdrper. (Siehe Vorlesung fiir Details.)



KAPITEL III

Gruppenaktionen

Lernziele:
e Das Konzept einer Gruppenaktion begreifen.
e Einige wichtige Beispiele von Gruppenaktionen kennen.

e Bahnenlemma und Bahnenzerlegung; Satz von Lagrange und die Klassenglei-
chung als Spezialfille.

e Die Sylowsétze verstehen. Eine grobe Vorstellung von der Beweisidee haben.

e Satz von Poincaré und seine Hauptanwendungsfille.

e Eine Vorstellung haben (Beispiele!), wie diese Sétze zur Klassifikation von (ein-
fachen) Gruppen verwendet werden konnen.

e Die Definitionen von einfachen und von auflésbaren Gruppen kennen.

1. Grundlegende Eigenschaften und Beispiele

DEFINITION 1.1. Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Unter einer Aktion (oder
auch: Operation) von G auf M verstehen wir eine Abbildung
GxM—= M, (g,m) — g.m,
die den folgenden Bedingungen geniigt:
(Al) e.m = m fiir alle m € M;
(A2) g.(h.m)=(g-h).m firalle g, h € G, me M.
BEISPIELE 1.2. (1) GL,(K) operiert auf K™.

(2) Gruppe G operiert auf sich selbst durch (Links-) Multiplikation.
(3) Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation.

DEFINITION 1.3. Sei Gx M — M, (g, m) — g.m eine Gruppenaktion und sei m € M.

(a) B=G.m={g.m|g € G} heiit die G-Bahn von m (unter der Aktion von G).
(b) Mit M/G = {G.mmodm € M} bezeichnen wir die Menge aller G-Bahnen von
M, den sog. Bahnenraum.

(c) Die Menge St(m) = {g € G | gom = m} ist eine Untergruppe von G; sie heifit
die Standuntergruppe von m.

LEMMA 1.4 (Bahnenlemma). G operiere auf M. Seim € M.
(a) Die Abbildung
v: G/St(m) = G.m, g-St(m) — g.m

ist eine Bijektion. Falls G endlich ist, ist also |G.m| stets ein Teiler von |G|.
(b) Ist m' = g.m, so ist

St(m’) = g St(m)g~*.

BeEwEIs. (Vgl. Vorlesung.) O
SATZ 1.5 (Bahnenzerlegung). (a) Zwei Bahnen sind gleich oder disjunkt.
(b) Es gilt
M= ][ B
BeM/G

21
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BEWEIs. (Vgl. Vorlesung.) O

BEISPIELE 1.6. (1) Die Gruppe T = {z € C | |z] = 1} operiert auf der Menge C der
komplexen Zahlen durch Multiplikation

TxC—C, (t,z) > tx.

Die Bahnen sind Kreise um 0 mit einem Radius r > 0. Dieses Beispiel verdeutlicht be-
sonders gut die Bahnenzerlegung. Wir sehen hier auch, dass die Bahnen unterschiedliche
Maéchtigkeiten haben kénnen.

(2) Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Dies liefert die U-Aktion auf G,

UxGw— G, (u,g) — ug.

Die Bahnen sind hier die Linksnebenklassen Ug von U, die Standuntergruppen sind trivial.
Alle Bahnen haben die gleich Méchtigkeit, da U — Ug, u — ug bijektiv. Falls G endlich
ist liefert die Bahnenzerlegung
Gl =U|-|G/U,
den bekannten Satz von Lagrange.
(3) G operiert auf G durch Konjugation

(9,2) — gzg™".

Die Bahn zu x € G ist die Konjugationsklassen C'(z) = {gzg~! | g € G}, die gleichméchtig
zu G/N(z), wobei N(x) die Standuntergruppe {g € G | grg~! = z} ist, also der Zentra-
lisator von z. Die Bahnenzerlegung fiihrt — fiir endliches G' — zur Klassengleichung.

(4) Sei o eine Permutation von 1,...,n. Die zyklische Gruppe G = (o) operiert auf
{1,...,n}. Die Bahn von i enthalten wird duch Bildung der Sequenz

o (i), o(i),. .., Uj(i) =14 7 > 0 minimal.

Die Zahlen 1,...,n werden dadurch in disjunkte Bahnen zerlegt. Dies korrespondiert zu
sog. Zykelzerlegung von o.

2. Die Sylowsitze

SATZ 2.1 (1. Sylowscher Satz). Sei |G| = p™ - m mit p prim, m teilerfremd zu p, und
n > 1. Dann besitzt G mindestens eine Untergruppe P der Ordnung p™.

BEWEIS. Induktion nach |G|. Fiir |G| = 1 ist alles klar. Wir nehmen an, dass fiir
Gruppen einer Ordnung < |G| die Aussage gilt und zeigen sie fir G. Wir kénnen p | |G|
annehmen. Sei Z = Z(G) das Zentrum von G. Dann operiert G auf der Komplementmenge
G\ Z durch Konjugation

Gx (G\Z) =G\ Z, (g,z) gxg "
Die Bahnen der Operation sind die Konjugationsklassen C(g) nichtzentraler Elemente g,
deren Standuntergruppe St(g) = Z(g9) = {h € G | hg = gh} die Zentralisatoren von g
sind. Fiir nichtzentrales g gilt Z(g) # G. Zwei Fiille treten auf:

1. Fall: Es gibt ein g € G\ Z, so dass p™ die Ordnung von Z(g) teilt. Wegen Z(g) # G
lidsst sich auf Z(g) die Induktionsvoraussetzung anwenden: Es hat dann Z(g), folglich auch

G, eine Untergruppe der Ordnung p™.
2. Fall: Fiir kein g € G\ Z ist p" ein Teiler von |Z|. Wegen

p"-m =G| =1Z(g)| - |1C(9)]

(Bahnenlemma) muss dann p ein Teiler von |C(g)| sein; dies fiir jedes g € G\ Z. Da

a\z=]]cw

(Bahnenzerlegung) ist dann p ein Teiler von |G\ Z| = |G| — |Z| und p folglich ein Teiler
von Z. Nach dem Satz von Cauchy (nur die kommutative Version benétigt) hat Z eine
Untergruppe U der Ordnung p. Wegen U < Z ist U ein Normalteiler in G, also kénnen
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wir die Faktorgruppe G/U bilden und auf G/U die Induktionsvoraussetzung anwenden.
Es gibt also eine Untergruppe P von G/U der Ordnung p"~!. Definieren wir — mittels
des natiirlichen Homomorphismus v: G — G/U — die Untergruppe P von G als Urbild
P = v=1(P), so folgt

P/U =v(P) =P,
also |P| = U] - [P| =p-p"~! =p" O

Jede solche Untergruppe heisst p-Sylowgruppe von G.
SATZ 2.2 (2. Sylowscher Satz). Je zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert.

BEWEIS. Wir zeigen etwas mehr: Ist P eine p-Sylowgruppe und @ eine p-Untergruppe
von G, so gibt es ein g € G mit Q C gPg~*.
Wir lassen @ durch Linksmultiplikation auf der Menge M = G/P = {gP | g € G}
der Rechtsnebenklassen operieren:
Q@ xG/P = G/P, (¢,9P) — qgP.

Es ist klar, dass dies wohldefiniert ist und eine Gruppenaktion darstellt. Hierdurch wird
M = G/P in Q-Bahnen zerlegt. Die einelementigen fassen wir als Menge

M@ ={me M | gm =m fir alle ¢ € Q}
der Fixpunkte von M zusammen. Es folgt
M=M?U(BiU...UB,),

wobei By, ..., B, die verschiedenen ()-Bahnen mit > 1 Elementen bezeichnen.

M = G/P hat eine zu p teilerfremde Elementanzahl. Jedes | B;| > 1 teilt die Ordnung
von ) (Bahnenlemma), wird daher von p geteilt. Somit ist p ein Teiler von |[M \ M@| =
|M| — |[M®|, und da p kein Teiler von |M| ist, folgt M@ # . Sei nun gP € M%. Dann
folgt qgP = gP fiir alle ¢ € ), was

QCgPg!
bedeutet. ]

Insbesondere sind alle p-Sylowgruppen von G isomorph.

SaTz 2.3 (3. Sylowscher Satz). Sei |G| = p™ - m mit p prim, m teilerfremd zu p, und
n > 1. Die Anzahl a(p) der p-Sylowgruppen von G ist ein Teiler von m und von der Form
a(p) =1+ kp fiir ein k > 0.

BeEWwEIs. Sei U(G) die Menge aller Untergruppen von G. Darauf operiert G durch
Konjugation
G xUG) = UG), (g,U) ~— gUg™ .
Nach dem 2. Sylowschen Satz bilden dabei die p-Sylowgruppen von G eine einzige Bahn
B={gPg ' |geG},

wobei P beliebig gewiihlte p-Sylowgruppe ist. Nach Bahnenlemma ist somit a(p) = |B|
ein Teiler von |G|. Genauer ist a(p) der Index der Standuntergruppe

N(P)={geG|gPg" =P}

in G, welche man den Normalisator von P nennt. Um die Anzahl a(p) besser einzugrenzen,

lassen wir nun P auf M = G/N(P) = {gN(P) | g € G} operieren,
P x G/N(P) = G/N(P), (p,gN(P)) = pgN(P).
In diesem Fall ist die Fixpunktmenge

MP = (N(P)}
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einelementig: Denn pgN (P) = gN(P) fiir alle p € P bedeutet gerade g € N(P). (Beweis
hierfiir: Aus pgN(P) = gN(P) fiir alle p € P folgt Q := g~'Pg < N(P). Und da P
Normalteiler in N(P) ist (klar!), sowie P und @ beide p-Sylowgruppen von N(P) sind,
also — in N(P) — zueinander konjugiert (nach dem 2. Sylowschen Satz), folgt @ = P.
Damit ¢g~'Pg = P, und damit g € N(P).) Die P-Bahnenzerlegung

M=M"uU(B U...uB,)
liefert Bahnen B;, deren Michtigkeiten |B;| > 1 alle durch p teilbar sind, also
ap)=1+k-p fireink>0.
Ferner folgt wegen P < N(P) < G und aus a(p) = [G : N(P)] mit dem Satz von Lagrange
Gl = IN(P)| - [G: N(P)] = |P| - |G : N(P)] - [N(P) : P],
und damit a(p) | ¢ = [G: N(P)] - [N(P) : P]. O

3. Eine Anwendung: Gruppen der Ordnung 15 sind zyklisch

Sei G eine Gruppe der Ordnung 15 = 3 - 5. Fiir die Anzahlen «(3) bzw. «(5) der
3- bzw. 5-Sylowgruppen gilt nach dem dritten Sylowschen Satz «a(3) | 5, «(5) | 3, und
zusitzlich a(3) = 1 + £3 sowie a(5) = 1 + k5 fiir £, k > 0. Also ist nur a(3) = 1 = a(5)
moglich. Das heisst, es gibt genau eine Untergruppe U der Ordnung 3 und genau eine
Untergruppe V der Ordnung 5. Jedes Element in G \ (U U V) hat die Ordnung 15, d. h.
erzeugt G.

Allgemeiner:

SaTz 3.1. Seien p < q Primzahlen mit pt (¢ —1). Dann ist jede Gruppe der Ordnung
n = pq zyklisch, d. h. isomorph zu Z,q.

Bewels. Es gilt a(q) € {1, p} sowie a(q) = 1+4q fiir ein £ > 0. Wegen p < ¢ kann nur
a(q) = 1 gelten. Weiter gilt a(p) € {1, q} und a(p) = 1+ kp fiir ein k£ > 0. Wire a(p) = q,
so folgte kp = (¢ — 1), Widerspruch zu der Annahme, dass p t (¢ — 1) gilt. Also gibt es
genau eine p- und genau eine g-Sylowgruppe von G. Jedes Element auflerhalb dieser hat
die Ordnung pg. Davon gibt espg—p—qg+1=(p—1)(¢—1) > ¢— 1 > 4 viele. |

4. Die Anzahl der Bahnen

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Fiir g € G sei Fix(g) = {m € M | g.m = m}
die Menge aller Fixpunkte von g in M.

Satz 4.1 (Fixpunktformel). Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge
M.

M/G| = ﬁ S | Fix(g)|-

geG
In Worten: Die Anzahl der Bahnen ist gleich dem Mittelwert der Anzahl der Fizpunkte.

BEWEIS. Sei
F={(g,m)|geG, meM, gm=m}.
Es gilt
F=]]{g} x Fix(g) = [] St(m) x {m},

geG meM

[Fl =) [Fiz(g)l = Y [St(m)].

geG meM

also
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Seien Bj,..., B, die verschiedenen Bahnen, r = |M/G|. Fiir alle Punkte einer Bahn B;
sind die Standuntergruppen konjugiert, haben also dieselbe Elementanzahl. Es folgt

T

[Fl =Y ISt(m)| =) |Bi|-|St(m;)| =7 |G|

meM i=1
mit m; € B;. Setzt man alles zusammen, folgt die Behauptung. |
BEISPIEL 4.2. Die symmetrische Gruppe S,, operiert auf {1,...,n} mit einer Bahn.
Folglich ist
1 .
1= > |Fix(o)].
gESy

Daher hat eine Permutation “im Durchschnitt” einen Fixpunkt.

5. Einfache Gruppen

DEFINITION 5.1. Eine Gruppe G heisst einfach, wenn G # {e} gilt, und wenn G und
{e} die einzigen Normalteiler von G sind.

SATZ 5.2. Eine endliche abelsche Gruppe ist einfach genau dann wenn sie von Prim-
zahlordnung ist.

Wir konzentrieren uns bei der Untersuchung einfacher Gruppen daher auf den nicht-
abelschen Fall.

SATZ 5.3. Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung p? bzw. pq (p, q prim).

BEWEIS. (a) Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch. Eine abelsche Gruppe ist aber
nur abelsch, wenn |G| ein Primzahl ist.

(b) Sei G von der Ordnung pg mit p < ¢ prim. Wir hatten weiter oben gesehen,
dass a(q) = 1 gilt; das bedeutet, dass es genau eine g-Sylowgruppe U von G gibt. Da
alle konjugierten eine ¢-Sylowgruppe wieder eine g-Sylowgruppe ist, folgt, dass U ein
Normalteiler ist. Also ist GG nicht einfach. O

Als wichtiges Argument halten wir fest (die Umkehrung folgt aus dem zweiten Sylow-
schen Satz):

LEMMA 5.4. Sei U eine p-Sylowgruppe der endlichen Gruppe G. Dann gilt
U ist Normalteiler < a(p) = 1.
Der Fall pg im obigen Resultat kann verallgemeinert werden:
SATZ 5.5. Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung ap (p prim, 1 < a <p).
BEwEIs. Die Teiler von |G| sind
{Teiler von a} U {Teiler von a} - p.

Davon ist nur 1 kongruent 1 modulo p, also a(p) = 1. Somit ist die p-Sylowgruppe
Normalteiler. 0

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Wir sagen, dass diese Operation transitiv
ist, wenn es genau eine G-Bahn von M gibt: M = G.m (fiir ein, und damit alle, m € M).
Anders formuliert: Zu m, m’ € M gibt es stets g € G mit m’ = g.m.

SAaTz 5.6 (Poincaré). Sei G eine nicht-abelsche einfache Gruppe, die transitiv auf
einer endlichen Menge M operiert, mit n = |M| > 2. Dann ist G isomorph zu einer
Untergruppe der alternierenden Gruppe A,,.
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BEWEIS. Fiir jedes g € G bezeichne
gum: M — M, m+— g.m

die Operation von g auf M. Wir haben schon friiher gesehen (Beweis vom Satz von Cayley),
dass

0: G = S(M), g gu
ein Gruppenhomomorphismus ist. Da |M| > 2 und G transitiv operiert, ist ¢ nicht trivial

(d. h. Kern(p) # G). Da G einfach ist, folgt Kern(p) = {e}, also ist ¢ injektiv. Wegen
|M| = n kénnen wir S(M) mit S,, identifizieren und erhalten somit eine Einbettung

0:G—S,.

Komponiert mit der Signatur sgn: S,, — Zo ergibt einen Homomorphismus sgnop: G —
Zs, der wegen der Voraussetzung an G nicht surjektiv sein kann (andernfalls hiitte G eine
Untergruppe vom Index 2, die dann ein Normalteiler wire). Also ist sgnoy der triviale
Homomorphismus und

G~ p(G) < A,.
O

FOLGERUNG 5.7. Sein > 2. Sei G eine nicht-abelsche einfache Gruppe. Es gelte eine
der drei Bedingungen:

(i) G hat eine Untergruppe U vom Index n; oder
(ii) G hat eine n-elementige Konjugationsklasse C(g); oder
(iii) es gibt einen Primteiler p von |G| mit a(p) = n.

Dann ist G zu einer Untergruppe von A, isomorph.

BEWEIS. G operiert transitiv auf
(i) G/U ={gU | g € G} via Linksmultiplikation; bzw.
(ii) C(g) via Konjugation; bzw.
(iii) der Menge der p-Sylowgruppen von G via Konjugation.

In jedem der drei Falle folgt die Behauptung nun aus dem Satz von Poincaré. O
SATz 5.8. Es gibt keine nicht-abelsche einfache Gruppe G mit 1 < |G| < 60.

BEwEIs. Wir kénnen Primzahlpotenzen nach Lemma sowie Ordnungen ap (p
prim, 1 < a < p) ausschliefien. Bleiben die Ordnungen

12, 18, 24, 30, 36, 40, 45, 48, 50, 54, 56.

(a) 18, 50, 54 haben die Form 2 - p* (2 # p prim). Die p-Sylowgruppe hat Index 2, ist
also Normalteiler.

(b) 12, 24, 48 haben die Form 3 - p* (p = 2 prim). Die p-Sylowgruppe hat Index 3,
Widerspruch zu Poincaré (Folgerung [5.7)).

(c) 40, 45 haben die Form 5 - p* (p prim). Die p-Sylowgruppe hat daher den Index 5.
Somit ist G isomorph zu einer Untergruppe von As, aber |G| 1 60, Widerspruch.

(d) 36. Hier hat eine 3-Sylowgruppe Index 4, also G < A4, Widerspruch.

(e) 30. Ubung.

(f) 56. Ubung. O

SATZ 5.9. Jede einfache Gruppe der Ordnung 60 ist isomorph zur alternierenden
Gruppe As.

BEWEIS. Sei G einfach mit |G| = 60. Da 60 keine Primzahl ist, ist G' nicht abelsch.
Da 60 = 22 -3 -5 folgt (5) € {1,6}. Wegen der Einfachheit von G scheidet «(5) = 1 aus,
somit gilt a(5) = 6. Ferner ist «(2) € {3,5,15} und «(3) € {4,10}. Wegen des Satzes von
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Poincaré kommen nur «(2) = 15 und «(3) = 10 infrage. (Im Falle a(2) = 5 wiire G < As,
also G ~ As; im dem Fall wiren wir also fertig.) Also:

a(2) =15, a(3) =10, a(b) = 6.

Wir zeigen nun, dass G eine Untergruppe vom Index 5 besitzt. Dazu untersuchen wir
die 15 2-Sylowgruppen von G, die je 4 Elemente haben. Falls je zwei verschiedene 2-
Sylowgruppen U # V einen trivialen Durchschnitt haben, folgt

|G| >1+15-3+10-2+6-4 =90,

Widerspruch. Also gibt es zwei 2-Sylowgruppen U # V mit e # x € UNV. Als Untergrup-
pen der Ordnung 4 sind U und V abelsch, somit umfasst der Zentralisator Z(z) sowohl
U als auch V, [G : Z(x)] ist daher ein echter Teiler von [G : U] = 3 - 5. Wegen des Satzes
von Poincaré ist [G : Z(x)] = 3 nicht moglich. [G : Z(z)] = 1 ist ebenfalls nicht moglich,
da dies sonst e # = € Z(G) impliziert und Z(G) dann ein nichttrivialer Normalteiler von
G wire.

Also ist [G : Z(z)] = 5, und nach dem Satz von Poincaré G dann isomorph zu As. O

6. Einfachheit der alternierenden Gruppe As;

LEMMA 6.1. (a) Firmn >3 wird A, von 3-Zykeln erzeugt.
(b) (Cauchy) Firn > 5 sind je zwei 3-Zykeln in A,, zueinander konjugiert.

BEwWEIS. In den Ubungen. ]

SATz 6.2 (Jordan). Firn > 5 ist die alternierende Gruppe A,, einfach.

BEWEIS. Sei N # {e} ein Normalteiler in A,,. Wir zeigen, dass N einen 3-Zykel
enthiilt. Aus Lemma [6.1] folgt dann N = A,,.
Sei 1 # o € N. Es gibt eine Darstellung

0=010...00,

von o in disjunkte Zykeln (vgl. Bahnenzerlegung). Da disjunkte Zykeln miteinander kom-
mutieren, konnen wir sie der Lénge nach ordnen, also ohne Einschrinkung gelte £(o7) >
Log) > ... > L(o,) > 2, wobei £(0;) = {;, wenn o; ein {;-Zykel ist.

1. Fall: {1 > 4. Seietwao; =(abed...). Mit 7= (abc) € A, gilt

(@db)=(ed(cha)=(oro~ )y =o(ro~'r") €N

(vgl. Ubungen).
2. Fall: /1 = 3. Im Falle ¢ = o7 ist die Behauptung richtig. Sei also r > 2, seien
o1 =(abc)und oo = (d e f) oder o = (d €). Mit 7 = (a b d) € A, folgt

(adceb)=(bce)dba)= (oo VYt =0c(ro”'771) € N.

Nimmt man (a d ¢ e b) statt o, so kénnen wir den 1. Fall anwenden.

3. Fall: ¢; = 2. Dann sind o1, ...,0, disjunkte Transpositionen, und r > 2, etwa
o1 = (a b), o9 = (c d). Sei e # a, b, ¢, d (moglich wegen n > 5). Fir 7 = (a ce) € A,
folgt

(bda(e))(eca)=(cro )77 =0o(ro 771 € N.

Gilt dabei o(e) = e, so ist dies Element (a b d e ¢), und wir kénnen den 1. Fall anwenden.
Gilt o(e) # e, so sind (b d o(e)) und (e ¢ a) disjunkt (denn o(e) # o(d) = ¢ und
o(e) # o(b) = a). Nimmt man daher (b d o(e))(e ¢ a) statt o, so folgt die Behauptung
aus dem 2. Fall. |

SATZ 6.3. Es gibt keine nicht-abelsche einfache Gruppe G mit 60 < |G| < 168.
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BEWEIS. (Skizze.) Mit &hnlichen Argumenten (Sylow & Poincaré) kann man fast alle
Ordnungen n zwischen 60 und 168 abarbeiten. In der tiberwiegenden Majoritéit der Fille
liefern bereits die Sylowsitze einen Primteiler p von |G| mit a(p) = 1. Es bleiben dann
noch die Ordnungen

72, 80, 90, 96, 105, 108, 112, 120, 132, 144, 150, 160
zu behandeln. Eine hypothetische einfache Gruppe hat fiir die Fille
72, 80, 96, 108, 160

eine Untergruppe vom Index 3, 4 oder 5 per Sylow (im Falle n = 72 ist a(3) = 4, dann
G < Ay). Es bleiben etwas hartnéckigere Félle

90, 105, 112, 120, 132, 144, 150

zu behandeln.

(a) 90, 120, 150 haben «(5) = 6, liefern also eine Einbettung G < Ag mit zugehdrigem
Index 4, 3 bzw. 360/150. Die letzte Moglichkeit ist absurd, aber auch Index 4 bzw. 3 treten
fiir Untergruppen der Ag nicht auf, da sie einfach ist (verwende Poincaré).

(b) 105 (Ubung!) = 3 -5 - 7. Bei angenommener Einfachheit liefern die Sylowsitze
a(5) =21, a(7) = 15, und dann |G| > 21 -4 + 15 - 6, Widerspruch.

(c) 132 (Ubung!) = 22 -3 - 11 dhnlich: (2) > 11, a(3) = 22, a(11) = 12.

(d) Es bleiben also 112 = 24.7 und 144 = 2*-32 als besonders hartniickige Uberlebens-
kiinstler {ibrig. Mit einer Variante des Beweises von Satz erhéﬂt man (bel angenomme-
ner Einfachheit) in diesen Fiillen jeweils eine Untergruppe vom Index < 4, im Widerspruch
zum Satz von Poincaré. O

BEMERKUNG 6.4. (1) Die GL3(F3) ist einfach von der Ordnung 168.
(2) Bis zur Ordnung 1000 sind die Ordnungen 360, 504 und 660 die einzigen weiteren,
zu denen nicht-abelsche einfache Gruppen existieren.

Ohne Beweis:

SATZ 6.5 (p®¢”-Satz von Burnside). Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung p®q®
(p; q prim, o, B >1).

Die endlichen einfachen Gruppen bilden die Bausteine der endlichen Gruppen in fol-
gendem Sinn:

SATZ 6.6. Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionsreihe. Das heisst, es gibt
eine Kette
{e}:UOQUlgUQQ...QUr:G
von Untergruppen, wobei fiir jedes i =1,...,r gilt:
(1) die Untergruppe U;_; ist ein Normalteiler von U;; und
(2) die Faktorgruppe U;/U;_1 ist einfach.

Die Einfachheit von U;/U;_1 kann man némlich so ausdriicken, dass U;_; ein maxi-
maler Normalteiler in U; ist. Ist G nun eine endliche Gruppe, so sind sicherlich {e} und
G Normalteiler in G. Ist dabei G/{e} ~ G nicht einfach, so gibt es einen Normalteiler N
zwischen {e} und G, und wegen der Endlichkeit von G kann man dann auch einen solchen
finden, so dass zwischen N und G kein weiterer Normalteiler von G liegt. Es ist dann der
Faktor G/N einfach. Nun setzt man das Verfahren fiir N fort (Induktion).

7. Auflésbare Gruppen

DEFINITION 7.1. Eine Gruppe G heifit auflosbar, falls es eine Kette von Untergruppen
{e}=Uy CU, CU,C... CU,—1 CU, =G gibt, so dass fiir jedes i =1,...,n gilt:
(1) Ui ist ein Normalteiler in U;; und
(2) die Faktorgruppe U;/U;_; ist abelsch.
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LEMMA 7.2. (1) Eine Unterguppe H einer auflosbaren Gruppe G ist auflisbar.
(2) Seien w: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ist G auflésbar, so
ist auch H auflosbar. (Faktorgruppen auflésbarer Gruppen modulo einem Nor-
malteiler sind auflosbar.)
(3) Sei N ein Normalteiler in der Gruppe G. Sind N und G/N aufldsbar, so ist dies
auch G.

BEWEIS. (1) Sei {e} = Uy C U, C Uz C ... CUy_1 C U, = G eine Kette von
Untergruppen mit U;_; ist ein Normalteiler in U;, und die Faktorgruppe U;/U;_; ist

abelsch (i = 1,...,n). Sei V; def U; N H. Dann ist offenbar V;_; Normalteiler in V;, und
es 15t Vi . UNH . UNH NUifl(UiﬂH)C U;

Vici UianH U NUNH) ™ Ui—1 “ Ui
als Untergruppe einer abelschen Gruppe abelsch.

(2) Sei {e} = Uy C U C U C ... CU,1 C U, = G eine Kette von Unter-
gruppen mit U;_; ist ein Normalteiler in U;, und die Faktorgruppe U;/U;_1 ist abelsch
(i=1,...,n). Esist dann {e} = 7(Uy) C w(U;) Cw(U2) C ... Cw(Up-1) Cnw(Up) = H
eine Kette von Untergruppen. Sei i € {1,...,n}. Sei h € n(U;). Es gibt ein g € U; mit
7(g) = h. Es folgt hn(U;_1)h~! = w(gU;_197}) = 7(U;_1), also ist 7(U;_1) ein Normal-
teiler von 7(U;). Ferner ist offenbar 7(U;)/7(U;—1) = w(U;/U;—1) abelsch.

(3) Seien N/N = Uy/N C U;/N C Us/N C ... C U,-1/N C U,/N = G/N und
{e} =V C V1 C Vo, C ... CVyuo1 €V, = N Ketten von Untergruppen, jeweils
Normalteiler in der néchst grofleren, mit abelschen Faktoren. Setzt man diese Ketten
zusammen, so erhéilt man

{e}:%gvlggvmflgvm:N:UOgUlggUnflgUn:Ga
wobei die Faktoren V;/V;_; und

Ui _ UJN

U1 Ui-1/N
abelsch sind. 0

FOLGERUNG 7.3. Fiirn > 5 ist die symmetrische Gruppe S, nicht aufiosbar.

BEwEIs. Mit S,, wire auch die Untergruppe A, auflésbar. Fiir n > 5 ist A,, aber
einfach und nicht abelsch, also nicht auflosbar. O

Ohne Beweis:
SaTz 7.4 (Feit-Thompson 1963). Jede Gruppe ungerader Ordnung ist auflosbar.
Insbesondere hat jede nicht-abelsche einfache Gruppe gerade Ordnung.

LEMMA 7.5. Sei G eine endliche, auflosbare Gruppe. Dann gibt es eine Kelte von
Untergruppen {e} =Uy CU; CUy C ... CU,—1 C U, = G mit U;_; ist ein Normalteiler
in U;, und die Faktorgruppe U;/U;_1 ist zyklisch von Primzahlordnung (i =1,...,n).

BewEis. (In den Ubungen.) O

BEISPIEL 7.6. (1) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.
(2) Jede endliche p-Gruppe ist auflosbar.

BewEss. (In den Ubungen.) O






KAPITEL 1V
Einfiihrung in die Ringtheorie

Lernziele:

e FEuklidische Ringe als Verallgemeinerung von Ringen mit Division mit Rest auf-
fassen.

e Teilbarkeit in Integritdtsbereichen. Irreduzible und Primelemente. Faktorisierun-
gen. ggT.

e Uberblick zwischen verschiedenen Ringkonzepten (euklidisch, Hauptidealring,
faktoriell) haben und deren Beziehungen zueinander kennen. Wichtigste Bei-
spiele kennen.

e Polynomringe. Division mit Rest. Einsetzen. Abspalten von Nullstellen als Line-
arfaktoren.

e Das Konzept des Quotientenkorpers eines Integritétsbereichs.

e Den Satz von Gauss und das Kriterium von Eisenstein kennen; letzteres auch an
Beispielen anwenden kénnen.

1. Euklidische Ringe

In diesem Abschnitt werden wir nur kommutative Ringe R betrachten, d. h. es gilt
x-y=uy-x fur alle z, y € R.

Erinnerung: Ein kommutativer Ring R mit 1 # 0 heisst Integritétsbereich, wenn aus
rs = 0 stets r = 0 oder s = 0 folgt (r, s € R).

DEFINITION 1.1. Ein Integritétsbereich R zusammen mit einer Groflenfunktion o: R\
{0} — Np heifit euklidischer Ring, wenn folgendes gilt: Zu allen Elementen a, b € R mit
b # 0 gibt es ¢, r € R mit a = ¢b+ r, mit r = 0 oder o(r) < o(b).

BEISPIEL 1.2. Z ist ein euklidischer Ring mit GréBenfunktion o = | — |.

Erinnerung: Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I C R heifit Ideal, falls
(I,+) Untergruppe von (R,+) ist, und falls R-1 C I (und I - R C I) gilt. Ein Ideal
I heifit Hauptideal, falls es ein ¢ € R gibt mit I = Ra. Ein Integritdtsbereich heifit
Hauptidealring, falls dessen Ideale sédmtlich Hauptideale sind.

SATz 1.3. Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

BEWEIS. Sei I C R ein Ideal. Ist T = {0}, so wird I von 0 erzeugt. Sei I # {0}. Wihle
a € I mit o(a) minimal. Es gilt Ra C I. Sei umgekehrt b € I. Dann gibt es ¢, » € R mit
b= ga+ r, wobei r = 0 oder o(r) < o(a) gilt. Weil auch r = b — qa € I gilt, muss r = 0,
gelten, also b = qa € Ra. O

2. Teilbarkeit und Faktorisierung

DEFINITION 2.1. Sei R ein Integritéitsbereich. (0) Seien a, b € R. Wir sagen, dass
a ein Teiler von b ist (oder a teilt b; a ist ein Faktor von b; b ist ein Vielfaches von q;
Schreibweise: a | b), falls b € Ra gilt, falls es also ein r € R gibt mit b = ra.

(1) Ein r € R heiit Einheit (invertierbar), falls es ein s € R gibt mit rs = 1 (= sr).
Die Einheiten in R bilden eine (abelsche) Gruppe E(R).

31
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(2) Ein u € R heifit irreduzibel, falls u # 0 keine Einheit ist, und falls aus v = ab
folgt, dass a oder b eine Einheit ist.

(3) Ein p € R heifit prim (Primelement), falls p # 0 keine Einheit ist, und falls aus
ab € Rp folgt, dass a € Rp oder b € Rp gilt. (Also: p|ab = p|a oderp|b.)

(4) Gilt Ra = Rb, so heiflen a und b assoziiert (a ~ b). Aquivalent dazu: Es gibt eine
Einheit v mit a = ub.

LEMMA 2.2. Jedes Primelement p in einem Integritdtsbereich ist irreduzibel.

BEWEIS. Es gelte p = ab. Dann ab € Rp. Es folgt etwa, dass a € Rp gilt, a = rp.
Dann p = rpb, also p(1 — rb) = 0, und es folgt 1 — rb = 0 bzw. 1 = rb. Also ist b eine
Einheit. (]

DEFINITION 2.3. Ein Integritéitsbereich R heifit faktoriell, falls jede Nichteinheit r £ 0
ein Produkt von Primelementen ist, 7 = p1ps...p, (p; prim, r > 1).

LEMMA 2.4. Sei R ein Integrititsbereich. Es gelte

bip2...-Pr =4192...4s

mit Primelementen p1,...,p, und q1,...,qs. Dann gilt r = s, und nach evtl. Umnumme-
TeTung p; ~ ;.

BEWEIS. p; teilt das Produkt q1q2...qs, und da p; prim ist, einen dieser Faktoren
(diese Eigenschaften von Primelementen gilt auch fiir mehr als zwei Faktoren per In-
duktion); nach Umnummerierung kénnen wir p; | ¢ annehmen, etwa ap; = ¢;. Da ¢q
als Primelement irreduzibel ist und p; keine Einheit ist, muss a eine Einheit sein, d. h.
p1 ~ q1. Kiirzen (Nullteilerfreiheit!) von py liefert ps...p, = (ag2)qs - - - gs, und mit g ist
auch age prim. Die Aussage folgt nun per Induktion. O

SATZ 2.5. Fiir einen Integrititsbereich R sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit # 0 ist ein Produkt von irreduziblen Elementen, die bis auf
Umnummerierung und Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind.

(3) Jede Nichteinheit # 0 ist ein Produkt von irreduziblen FElementen, und jedes
irreduzible Element in R ist prim.

BeEweEIs. (1)=-(3) Nach ist jede Nichteinheit # 0 ein Produkt von irreduziblen
Elementen. Sei ¢ irreduzibel. Dann ist ¢ = p; ...p, mit p; prim. Da ¢ irreduzibel folgt
q ~ p; fir ein ¢, und damit ist ¢ prim.

(3)=(1) Kklar.

(2)=(3) Sei ¢ irreduzibel. Gelte ab € Rq, etwa ab = cq. Zerlegt man a, b und ¢ in
irreduzible Elemente und nutzt die Eindeutigkeit aus, so erhélt man, dass a € Rq oder
b € Rq gilt. Also ist ¢ prim.

(3)=(2) Da jedes irreduzible Element prim ist, und Zerlegungen in Primelemente
eindeutig sind (bis auf Assoziiertheit) nach folgt auch die Eindeutigkeit der Zerlegung
in irreduzible Elemente. |

SATZ 2.6. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

BEWEIS. (1) Jedes irreduzible Element ist prim (sog. Euklid’s Lemma.): Sei p irre-
duzibel. Gelte ab € Rp und a ¢ Rp. Dann gilt Rp C Rp + Ra = Rc fiir ein ¢ € R, da R
Hauptidealring. Dann p € Re, also p = dc. Fall d Einheit, nicht moglich wegen Ra # Rec.
Also ¢ Einheit, Rc = R. Also 1 = rp + sa. Dann b = rbp + sab € Rp.

(2) Jede Nichteinheit # 0 ist ein Produkt von irreduziblen Elementen: Sei r # 0
Nicheinheit. Angenommen, r ist nicht Produkt von irreduziblen Elementen. Dann ist r
selbst nicht irreduzibel. Also gibt es Nichteinheiten a, b (# 0) mit » = ab. Dann ist a oder b



3. POLYNOMRINGE 33

nicht irreduzibel. Setzt man dies fort, so erhélt man (!) eine unendliche, echt aufsteigende
Kette
Ray € Ras € Ras € --- C Rap, € Rap4+1 € ...

Dann ist
1= U Ra,
n>1
ein Ideal, also ein Hauptideal, I = Rc. Es gibt ein n mit ¢ € Ra,,. Es folgt Ra,, = Ray1,
Widerspruch. O

Wir haben also die Beziehungen
euklidisch = Hauptidealring = faktoriell.
Die Umkehrungen gelten i. a. nicht.

FOLGERUNG 2.7. Z ist faktoriell.

3. Polynomringe

Definition von Polynomen iiber einem kommutativen Ring K als Funktionen (Folgen)
f = (fn)n>0: No = K mit endlichem Tréger, d. h. f, = 0 fiir “fast alle” (d. h. bis auf
endliche viele) n > 0. Schreibe 0 = (0,0,0,...), 1 = (1,0,0,...).

SATz 3.1. Die Menge aller Polynome tiber K wird zu einem kommutativen Ring mit
1 durch folgende Addition und Multiplikation

und

(fn) - (gn) = (Z fiGn—i)n-

BEWEIS. Nachrechnen. O

BEMERKUNG 3.2. Sei R der Ring der Polynome iiber K. Dann ist a — (a,0,0,...)
ein injektiver Ringhomomorphismus K — R. Identifiziere K als Teilring (-korper) von R
vermoge dieses Homomorphismus.

Schreibe T' := (0,1,0,0,...) € R. Dann gilt 7° = 1 € R, T? = (0,0,1,0,0,...),
T3 =(0,0,0,1,0,...), usw.

Satz 3.3. Jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom f iber K hat eine Dar-
stellung f = ag + a1T + axT? + -+ + a, T mit n > 0 und eindeutigen Koeffizienten
ag, a1,.-.,a, € K, wobei a,, # 0.

BeEweis. Klar. O

Bezeichnung: R = K|[T] heisst der Polynomring iiber K in der Unbestimmten 7.
n = grad f.

SATZ 3.4. Sei K ein Integrititsbereich. Seien f, g € K[T]| vom Nullpolynom verschie-
den. Dann gilt

(1) grad(f - g) = grad(f) + grad(g). (Insbesondere fg #0.)
(2) KI[T] ist ein Integrititsbereich.

Bewers. (1) Sei f = a,, T+ - +a1T+ap und = b, T+ - -+b1T+bg mit a,,, by, # 0,
also grad(f) = m und grad(g) = n. Dann gilt fg = amy,b,T™ ™ + ..., wobei alle weiteren
Summanden kleineren Grad als m + n haben. Da K nullteilerfrei ist, gilt a,,b, # 0, also
ist grad(fg) = m + n = grad(f) + grad(g).

(2) folgt aus (1). O
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SaTz 3.5 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Kérper. Seien f, g € K[T] mit
g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte q, r € K[T| mit

f=ag9+r,
wobei r =0 oder r # 0 und grad(r) < grad(g).

BEWEIS. (Siehe Vorlesung.) O

FOLGERUNG 3.6. Fiir einen Kirper K ist K[T)] ist ein euklidischer Ring mit Grifien-
funktion o = grad. Inbesondere ist K|T| ein Hauptidealring und faktoriell.

BEMERKUNG 3.7. Der obige Beweis der Polynomdivision mit Rest funktioniert auch in
beliebigen kommutativen Ringen mit 1, wenn man nur voraussetzt, dass der Leitkoeffizient
von g eine Einheit ist.

SATZ 3.8 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Der Polynomring K[T] hat
folgende universelle Eigenschaft: Sei S ein Ring und s € S. Sei ¢p: K — S ein Ring-
homomorphismus. Dabei sei S ein kommutativer Ring, oder es gelte allgemeiner, dass
wla)s = sp(a) gilt fir alle a € K. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
?: K[T] — S mit 9 = ¢ und p(T) = s.

BEWEIS. Definiere (> | a;T%) = 31" | ¢(a;)s’. O

3.9 (Einsetzen). Hiufig ist ¢: K — S eine natiirliche Einbettung ¢: a — a. Man
schreibt dann: 7(f) = f(s). In die Unbestimmte T wird das Element s € S eingesetzt. Ist
s fest, so ist f — f(s), K[T] — S ein Ringhomomorphismus, der sogenannte Einset-
zungshomomorphismus. Ein s € S heifit Nullstelle von f (in S), falls f(s) = 0 gilt.

Bemerkung: Man denke etwa an den Satz von Cayley-Hamilton aus der Linearen
Algebra: A € M,,(K), xa € K[T] das charakteristische Polynom, dann x4(A) = 0. Die
Matrix A ist also eine Nullstelle des Polynoms x 4 im Ring S = M,,(K).

SATZ 3.10. Sei K ein Kérper. Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom vom Grad n. Sei
c € K eine Nullstelle von f in K. Dann gilt

f =4q- (T - C)a
mit ¢ € K[T] vom Grad n — 1. Insbesondere hat f in K hichstens n Nullstellen.
(Gilt auch diber Integrititsbereichen, vgl.[3.7)

FOLGERUNG 3.11. Sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist K[T] isomorph zum Ring
Pol(K, K) aller Polynomfunktionen f: K — K, ¢ — ag + aic + aac® + -+ + a,c® mit
Koeffizienten in K.

BEWEIS. Jedes f € K|[T] liefert eine eindeutige Polynomfunktion ¢ — f(c). Diese
Zuordnung ist offenbar surjektiv und ein Homorphismus von Ringen. Weil K unendlich
ist, ist diese Zuordnung auch injektiv nach dem vorherigen Satz. |

BEISPIEL 3.12. Sei K = 5 der Korper mit zwei Elementen 0 und 1. Da Polynom f =
T? + T € K[T] ist verschieden vom Nullpolynom, aber die zugehérige Polynomfunktion
K — K, a— f(a) ist die Nullfunktion, denn es gilt f(0) =0 und f(1) =141 =0, also
f(a) =0 fiir alle a € K.

4. Quotientenkorper

Bemerkung: Ist R Teilring eines Korpers K, so ist R ein Integritdtsbereich. Es gilt
auch die Umkehrung:

SATZ 4.1. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gibt es einen Korper K, so dass R mit
einem Teilring von K identifiziert werden kann.
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BEWEIS. Sei X die Menge aller Paare (a,b) mit a, b € R, b # 0. Wir erkldren eine
Aquivalenzrelation ~ auf X durch

(a,b) ~ (¢,d) < ad=bec.

[Nachrechnen, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.]

Sei K = X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben [%] fiir die Klasse
von (a,b).

Auf K wird nun eine Addition und eine Multiplikation wie folgt erklért:

5+ (5 ]

i) [ )

Man priift nach, dass dies wohldefiniert ist, d. h. nicht von der Auswahl der Représentanten
der Klasse abhéngt. Wir zeigen dies nur fiir die (schwierigere) Addition: Gilt (a,b) ~
(@',b') und (e, d) ~ (¢/,d’), so folgt (ad + be,bd) ~ (a’d’ + b'c/,V/d’") [kurz demonstrieren],
und dies zeigt die Wohldefiniertheit.
Man sieht das diese “Bruchrechenregeln” K zu einem kommutativen Ring machen
0 a

mit Nullelement [$] und Einselement [1]. Es ist [¢] = 0 genau dann, wenn a = 0 ist.

Daher ist jedes [%} # 0 invertierbar mit Inversem [g]

und

Es ist offenbar t: R — K, a — [%] ein injektiver Ringhomomorphismus. ]

BEMERKUNG 4.2. Identifizieren wir R via ¢ mit einem Teilring des oben konstruierten
Korpers K, so folgt, dass jedes Element von K von der Form ist ab~! = a/b mit a, b € R,
b # 0. In K gibt es dann keinen kleineren Korper, der R enthilt. Man nennt K auch
den Quotientenkdrper oder den Koérper der Briiche von R. Der bestimmte Artikel ist
gerechtfertigt, denn ist L irgendein Kérper, der aus den Elementen (“Briichen”) ab~! mit
a, b € R, b # 0 besteht, so konstruiert man einen offensichtlichen Isomorphismus von K
nach L, der alle Elemente aus R festlaf}t.

BEISPIELE 4.3. (1) Q ist Quotientenkorper von Z.

(2) K(T) sei der Korper der Briiche des Polynomrings K[T]. Er besteht aus allen
(formalen) Briichen von Polynomen f(T")/g(T'), wobei g # 0 ist. Dieser Kérper heifit auch
der rationale Funktionenkorper in einer Unbestimmten {iber K.

5. Faktorisierung von Polynomen: Der Satz von Gauss

DEFINITION 5.1 (ggT). Sei R Integritéitsbereich. Seien ¢ und b € R. Ein d € R heift
ein groBiter gemeinsamer Teiler (ggT) von a und b, falls

(1) a € Rd und b € Rd, und

(2) Ist d’ € R mit a € Rd’ und b € Rd', so folgt d € Rd'.

Die Definition wird in naheliegender Weise auf mehr als zwei Elemente erweitert.

Offenbar gilt: Sind d; und dy ggT’s von a und b (falls existent), so gilt d; ~ ds (und
umgekehrt). Ist a # 0 und b = 0, so ist a ein ggT von a und b. Ist 1 ein ggT von a und b,
so heiflen ¢ und b auch teilerfremd.

In faktoriellen Ringen hat man die Existenz des ggT (von Elementen # 0):

LEMMA 5.2. Sei R faktoriell. Seien a = up("'...p"" und b = vp]*...plr, mit
P1,...,Pr paarweise nicht-assoziierte Primelemente und u, v € E(R), m;, n; > 0. (Al-
le Elemente # 0 lassen sich auf diese Weise schreiben.) Dann ist ein ggT von a und b
gegeben durch p’fl ...pFr wobei k; = min(m;,n;).

BeEwels. Klar. O
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LEMMA 5.3. Sei R faktoriell, und seien a, b € R nicht beide 0. Dann sind a und b
teilerfremd genau dann, wenn es kein Primelement p € R gibt mit a € Rp und b € Rp.

BEweEis. Klar. O

DEFINITION 5.4. Sei R faktoriell. Der Inhalt I(f) eines Polynoms f = Y"1 ja;T" €
R[T], f # 0 ist der ggT seiner Koeffizienten. (Dies ist nicht paarweise gemeint!) (Ist nur
bis auf eine Einheit eindeutig definiert!) Ein Polynom f mit grad(f) > 1 heifit primitiv,
falls I(f) =1 gilt.

Bemerkung: Ein Polynom f € R[T] mit f # 0 heisst normiert, falls der Leitkoeffizient
=1 ist. Ein normiertes Polynom vom Grad > 1 ist immer primitiv.

SATZ 5.5. Sei R faktoriell. Seien f, g € R[T| ungleich null. Dann gilt (bis auf Fin-
heiten) 1(fg) = 1(f)1(g).

BEWEIS. Zunichst kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass sowohl f wie auch
g einen Grad > 1 hat. Schreibt man f = I(f)f' und g = I(g)g’, so sind f" und ¢’ primitiv,
es gilt I(fg) =1(f)I(g)I(f'g’"), und es geniigt daher zu zeigen:

Sind f und g primitiv, so ist auch fg primitiv.

Seien f =" a;T" und g = > b;T" mit a,, # 0 und b, # 0. Dann ist

m+n 1

fg = Z (Z ajbi_j)Ti.

i=0 j=0

Schreibe ¢; = Z;:o a;b;_; Sei p ein beliebiges Primelement. Sei r die grofite ganze Zahl
mit 0 < r < m, a, # 0 und p teilt nicht a,. Ebenso sei s die grofite ganze Zahl mit
0<s<n,bs#0 und p teilt nicht bs. Es ist

Cris = arbs + ar+1b571 + 4+ a'rflbs«kl + ...

Da p das Produkt a,.bs nicht teilt, aber alle anderen Summanden auf der rechten Seite,
teilt p nicht ¢, 4. Es gibt also kein Primelement, welches alle Koeffizienten ¢; gleichzeitig
teilt, daher sind sie teilerfremd. O

Ist K ein Korper und f € K[T], so bedeutet f irreduzibel genau folgendes: (1)
grad(f) > 1, und (2) ist f = gh, so ist grad(g) = 0 oder grad(h) = 0. Ist R (nur)
ein faktorieller Ring, so kann es auch irreduzible f € R[T] vom Grad 0 geben, némliche
gerade die irreduziblen Elemente in R.

LEMMA 5.6. Sei R faktoriell und sei K der Quotientenkirper von R. Ist f € R[T)
vom Grad > 1 und irreduzibel, so ist f auch irreduzibel in K[T].

BEWEIS. Sei f vom Grad > 1 und irreduzibel iiber R, aber reduzibel iiber K. Man
kann also schreiben f = gh mit g, h € K[T], und mit grad(g), grad(h) > 1. Multipliziert
man mit dem Hauptnenner a der Koeffizienten von ¢ und mit dem Hauptnenner b der
Koeffizienten von h, so erhilt man abf = (ag)(bh) mit a, b € R, a # 0, b # 0 und ag,
bh € R[T]. Schreibt man ag = I(ag)g’ und bh = I(bh)k/, so sind ¢’ und A’ primitiv,
und abf = I(ag)I(bh)g’h’. Da f irreduzibel in R[T] (und vom Grad > 1), ist f primitiv.
Vergleich der Inhalte beider Seiten liefert (bis auf Einheit) ab = I(ag)I(bh). Kiirzen liefert
f=g¢'h mit ¢, k' € R[T] primitiv. Dies ergibt eine nicht-triviale Zerlegung von f in R[T],
Widerspruch. O

SaTz 5.7 (Gauss). Ist R ein faktorieller Ring, so ist dies auch R[T].

BEWEIS. Sei K der Quotientenkérper von R. Sei f € R[T], f # 0. Wir wissen, dass
K|T] als euklidischer Ring faktoriell ist. Es hat also f in K[T] eine Zerlegung f = ¢1¢2 . . . g,
mit Primelementen ¢; € K[T]. Zieht man Nenner und gemeinsame Teiler der Zahler her-
aus, so erhélt man f = ¢pips...p, mit ¢ € K, ¢ # 0, und primitiven, irreduziblen
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Polynomen p; € R[T] (da irreduzibel in K[T]). Man kann schreiben ¢ = a/b mit teiler-
fremden @ und b, und erhélt bf = apips . ..p,. Der Inhalt der rechten Seite ist a, der der
linken Seite wird von b geteilt. Also muss b eine Einheit in R sein, damit zerlegt sich f
schon iiber R in irreduzible Polynome. Ist f = pip,...p. ein zweite solche Darstellung,
so sind die p} primitiv oder vom Grad 0. Die primitiven p;- sind nach Lemma auch
irreduzibel iiber K, dort stimmen sie bis auf Einheiten in K (und Umnummerierung) mit
den p; iiberein, und obiges Argument zeigt nochmal, dass die p; schon iiber R zu den p;-
assoziiert sind. |

6. Ein Irreduzibilititskriterium

SATZ 6.1 (Kriterium von Eisenstein). Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkirper
K. Sei f e R[T], f=a0+a1T+ -+ a,T" vom Grad n > 1. Es gebe ein Primelement
p € R mit
(1) ptan. (Etwa: f normiert.)
(2) pla; i=0,....,n—1).
(3) p* fao.
Dann ist f irreduzibel in K[T).

BEWEIS. Schreibe f = I(f)f’ mit f’ primitiv. Zu zeigen geniigt, dass f' in R[T]
irreduzibel ist. Da I(f) nicht von p geteilt wird, gelten bzgl. Teilbarkeit durch p fir f’
dieselben Bedingungen wie fiir f. Man kann also ohne Einschriankung annehmen, dass f
selbst primitiv ist, und zu zeigen geniigt (vgl. Lemma , dass f irreduzibel in R[T] ist.
Angenommen, f = gh in R[T] mit g = >\_b,7" und h = Y_;_, ¢;T" mit b, # 0 und
cs # 0. Dann ist

r+s 7
f = Z(Z bjCi_j)TZ.

i=0 j=0
Da ag = bocy durch p aber nicht durch p? teilbar ist, gilt etwa p | by und p t ¢o. Da
an = b.cs nicht durch p teilbar ist, ist b, nicht durch p teilbar. Sei k£ der kleinste Index
mit p t bg. Da in

ap = bocg +bicg—1 + -+ bp_1c1 + brco

auf der rechten Seite nur der Summand bycg nicht durch p geteilt wird, folgt, dass ay nicht
durch p geteilt wird, Widerspruch zur Annahme p | ai (k < n). a

BEISPIEL 6.2. Sei f = 2T° + 15T* + 97° + 6 € Z[T)]. Nach dem Kriterium von
Eisenstein (mit p = 3) ist f irreduzibel in Q[T]].






KAPITEL V

Algebraische Korpererweiterungen

Lernziele:

o Korpererweiterungen; Ring- und Kérperadjunktionen.

e Das Konzept einer algebraischen Korpererweiterung und Charakterisierungen.
Minimalpolynome (auf exakte Sprechweise achten!) und Charakterisierungen.

e Gradsatz. (Ubiquitér!)

e Satz von Kronecker.

e Konstruktion von K-Isomorphismen mit Hilfe von Nullstellen von Minimalpoly-
nomen.

e Minimalpolynome von algebraischen Elementen berechnen kénnen.

e Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Definition. Kennzeichnung der konstru-
ierbaren komplexen Zahlen und Anwendung auf die (Nicht-) Losbarkeit einiger
antiker Probleme.

e Die Kenntnis der Existenz und der Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses
eines Korpers. (Ohne Beweise.)

1. Algebraische und transzendente Elemente

L/K eine Koérpererweiterung, € L. (Man beachte, dass bei dieser Schreibweise L/K
keine Faktorbildung meint!) Sei K[z] die Teilmenge von L bestehend aus den Elementen
der Form

ap + a1 + asx® + - - + apz™
mit n >0 und a; € K.

PROPOSITION 1.1. K|z] ist der bzgl. Inklusion C der kleinste Unterring von L, der
K und x enthdlt.

BEwEIS. Offensichtlich. O

DEFINITION 1.2. K[z] entsteht aus K durch Ringadjunktion des Elementes = € L.
“K adjungiert x.”

a

Statt ab~" schreiben wir hiiufig auch a/b, oder ¢.
Analog: K(z) die Menge aller in L gebildeten Quotienten

ag + a1z + asx® + - + apa”

q_b()+b1x+b2x2+-~-+bmmm

mit a;, b; € K und bo+b12+box®+- - -+ b a™ # 0. Also besteht K (x) aus den Elementen
der Form a/b mit a, b € K[z], b # 0.

PROPOSITION 1.3. K(x) ist der bzgl. Inklusion kleinste Teilkorper von L, welcher K
und = enthdlt.

BEwEIS. Offensichtlich. O

DEFINITION 1.4. K(z) heifit der aus K durch Adjunktion des Elementes z € L
gebildete Teilkorper von L.

39
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BEISPIEL 1.5. (a) Die Zahlen a + bv/2 mit a, b € Q bilden einen Teilkérper K des

Korpers R. Es gilt K = Q[v2] = Q(+/2).
(b) Im Korper C ist

Qi) = Qli] ={a+bi|a,beQ}

(c)* Es lasst sich zeigen (tiefsinnigl), dass Q[r] € Q(w) gilt. (7 ist “transzendent”,
Satz von Lindemann 1882.) Ahnliches gilt fiir die Eulersche Zahl e.

DEFINITION 1.6 (Algebraische Elemente). Sei L/K eine Koérpererweiterung. Einx € L
heisst algebraisch iiber K, wenn x einer (normierten) polynomialen Gleichung

"+ ap 12" P4+ +axztag=0
mit ag, a1, -..,a,-1 € K geniigt; es ist also = Nullstelle des normierten Polynoms
f=T"4+a, T ' 4+ +a1T +ap € K[T),

f(x) = 0. Andernfalls heisst x transzendent iiber K.
Eine Korpererweiterung L/K heisst algebraisch, falls jedes « € L algebraisch iiber K
ist. Anderfalls heisst L/K transzendente Korpererweiterung.

DEFINITION 1.7 (Minimalpolynom). Sei L/K eine Kérpererweiterung, und sei z € L
algebraisch iiber K. Es gibt dann, nach Definition, ein normiertes Polynom f € KI[T],
f # 0, mit f(z) = 0. Dann gibt es auch ein solches f minimalen Grades, und dies heisst
das Minimalpolynom von z iiber K. (Dies ist offenbar eindeutig bestimmt.) Wir schreiben
auch f = MIPO(z/K).

SATZ 1.8 (Charakterisierungen des Minimalpolynoms). Sei L/K eine Korpererwei-
terung, sei x € L und f € K[T)] ein normiertes Polynom. Dann sind dquivalent:

(1) f ist das Minimalpolynom von x dber K, d. h. 0 # f € KI[T] ist minimalen
Grades mit f(z) = 0.

(2) f ist irreduzibel iber K und es gilt f(x) = 0.

(3) f(x) =0, und f teilt jedes Polynom g € K[T| mit g(x) = 0.

BEWEIS. (1)=(2) Ist f nicht irreduzibel, so gibt es g, h € K[T'] mit grad(g), grad(h) >
1 mit f = gh. Es gilt dann g(z) = 0 oder h(x) = 0, wobei g und h kleineren Grad als f
haben.

(2)=(1) Sei f irreduzibel, und sei g € K[T| minimalen Grades mit g(z) = 0. Schreibe
f =qg+r mit r =0, oder grad(r) < grad(g). Wegen r(z) = 0 ist nur » = 0 moglich, also
f =qg. Da f irreduzibel ist, folgt, dass ¢ ein konstantes Polynom # 0 ist, und auch f hat
minimalen Grad.

(1)=(3) Folgt wie im vorherigen Beweisteil per Division (durch f) mit Rest.

(3)=(1) Klar. O

Zusammen mit dem Homomorphiesatz erhalten wir:

FOLGERUNG 1.9. Das Minimalpolynom f von x iber K erzeugt (als Ideal) den Kern
des Finsetzungshomomorphismus K[T] — L, g(T) — g(x). Insbesondere gilt Klx] ~
K[T)/fK[T], und K[x] ist ein Korper.

Die letzte Aussage folgt aus dem folgenden Lemma.

LEMMA 1.10. Sei R ein Hauptidealring und p € R irreduzibel (= prim). Dann ist
R/pR ein Korper.

Hier interessiert uns die Aussage fiir den Spezialfall R = K[T'] (K ein Korper).

BEWEIS. Zeige, dass Elemente # 0 in R/pR invertierbar sind. Sei € R, so dass
[x] € R/pR ungleich null ist. Das bedeutet gerade x ¢ pR. Dann gilt pR C Rp+ Rz = Ry
fiir ein geeignetes y, da R ein Hauptidealring ist. Dann gibt es z mit p = zy. Da p
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irreduzibel ist und obige Inklusion strikt ist, folgt, dass y eine Einheit ist, und damit
Rp + Rz = R. Es gibt also r, s mit rp 4+ sz = 1, und es folgt [1] = [r][p] + [s][z] = [s][=],
also ist [z] invertierbar in R/pR. O

Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann ist L insbesondere ein K-Vektorraum. Insbe-
sondere steht das ganze Repertoire der Linearen Algebra (lineare Gleichungen, Matrizen,
etc.) zur Untersuchung von L/K bereit. Insbesondere ist dimg L definiert (endlich oder
unendlich).

DEFINITION 1.11. Sei L/K eine Korpererweiterung. Die Dimension dimpg (L) heisst
auch der (Korper-) Grad von L iiber K und wird mit [L : K] bezeichnet. Eine Korperer-
weiterung L/K heisst endlich, falls [L : K] endlich ist. Allgemeiner schreiben wir auch fiir
einen kommutativen Ring R, der K als Teilring enthélt, [R : K] = dimg (R).

SaTz 1.12. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist L/ K algebraisch.

Genauer gilt: Ist [L : K| = n, so gibt es zu jedem x € L ein normiertes Polynom
f € K[T| vom Grad n mit f(z) = 0.

BEWEIS. Sei xz € L. Wegen [L : K] = n sind die n 4+ 1 Elemente

2 n
lLz,z% ..., x

linear abhingig {iber K. Es gibt also by, ...,b, € K nicht alle null mit
bo +bix+---+ by =0.

Nach evtl. Multiplikation mit einer Potenz von z kénnen wir b, # 0 annehmen. Mit
a; = b;b; ! folgt dann die Behauptung. O

Satz 1.13. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei x € L. Dann sind dquivalent:

(1) z ist algebraisch iber K.

(2) [K[z] : K] ist endlich.

(3) K(z) = K|z].

(4) Klx] ist ein Teilkérper von L.

BEWEIS. (1)=-(2), (3): Ist x algebraisch iiber K, so gibt es eine natiirliche Zahl n und
Elemente ag,...,a, € K mit

(1.1) " =agtaz 4+ an_1z" L

Es folgt, dass K[z] als K-Vektorraum von 1, z, ..., "1 erzeugt wird, also [K[z] : K] < n.
Mit Folgerung |1.9| ergibt sich K(z) = K|x].

(2)=-(1): Wie im Beweis von Satz Istn = [Kz]: K] <oo,sosind 1, z, z2,..., 2"
linear abhéngig, und es folgt, dass = algebraisch iiber K ist.

(3)=(1): Gilt K(z) = K|z], so ist K[z] ein Kérper, und insbesondere ist x invertierbar
in K[z] (der Fall z = 0 ist uninteressant). Es gibt also eine natiirliche Zahl und Elemente
bo,...,bn_l € K mit

SIJ—l = b(] + b1£E + e+ bn,1$n_l.
Multiplikation der Gleichung mit x zeigt dann, dass x einer Polynomgleichung iiber z
geniigt, x ist also algebraisch iiber K.
(3)<(4): Klar. O

FOLGERUNG 1.14. Sei L/K eine Korpererweiterung und x € L algebraisch iber K.
Dann ist die Korpererweiterung K(x)/K algebraisch.

Beweis. Fiir alle y € K(z) gilt [K(y) : K] < [K(z) : K] < 0. O

FOLGERUNG 1.15. Sei L/K eine Kérpererweiterung, sei x € L algebraisch iiber K
mit f = MIPO(x/K). Dann gilt [K(z) : K] = grad(f). Ferner gilt mit n = grad(f), dass
1, x, 2%, ..., 2" eine K-Basis von K(x) ist.
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BEWEIS. Es gilt K(z) = K[z]. Ist f =T"+a,—1T" ' +---+a1T+ap, so folgt wegen
f(z) =0, dass der K-Vektorraum K[z] von den n Elementen

2 n—1
1, x,z% ..., x

erzeugt wird; da f minimalen Grades ist, folgt sofort, dass diese Elemente auch linear
unabhingig iiber K sind. Also [K(z) : K] = n = grad(f). O

Ist « algebraisch iiber K, so heisst der Korpergrad [K(z) : K] auch der Grad des
Elements x iiber K.

DEFINITION 1.16. Eine Korpererweiterung L/K heisst einfach, falls es ein z € L gibt
mit L = K(z). Ist in diesem Fall x algebraisch iiber K, so heisst sie einfach algebraisch,
und z ein primitives (=erzeugendes) Element von L/K; andernfalls heisst L/K einfach
transzendent.

BerspieL 1.17. C/R ist wegen C = R[i] einfach algebraisch. Q(7)/Q ist einfach
transzendent.*

Anmerkung: Gezeigt wird spéiter (Satz vom primitiven Element): Jede endliche Kérper-
erweiterung L/Q besitzt ein primitives Element.

SaTz 1.18. Sei L/K eine Kirpererweiterung und « € L transzendent iber K. Dann
ist K(a) ~ K(T); genauer: Es gibt einen Isomorphismus K(T) = K(a), der T auf «
schickt und auf K wie die Identitdt wirkt.

BEWEIS. Definiere K(T') — K(«), f(T)/9(T) — f(a)/g(c), wobei g(T) # 0 gilt. Da
« transzendent {iber K ist, folgt dann auch g(«) # 0. Man priift unmittelbar nach, dass
dies wohldefiniert ist (unabhiingig von der Darstellung des Bruches), ein Homomorphismus
von Ringen, und nach Definition von K («) ist die Abbildung auch surjektiv. Weil K(T")
ein Korper ist, ist sie offenbar auch injektiv. O

Anmerkung* Es folgt etwa, dass Q(7) ~ Q(T") ~ Q(e) gilt.

e de

Klxy,z9] = (K[z1])[z2] und K (21, 22) = (K(z1))(x2). Induktiv werden K[z1,. .., z,]
und K(z1,...,2,) definiert. Dies ist der kleinste Teilring (bzw. -kérper), der K und
{z1,...,z,} enthilt.

2. Konstruktion einfacher algebraischer Kérpererweiterungen

In Folgerung hatten wir ein algebaisches Element x € L und dessen Minimalpo-
lynom iiber K betrachtet, wobei L/K eine schon gegebene Korpererweiterung war. Der
folgende wichtige Satz ist gewissermaflen eine Umkehrung davon, der uns zeigt, wie man
einfache algebraische Korpererweiterungen “abstrakt” konstruieren kann, d. h. ohne in
einem evtl. schon gegebenen Oberkérper zu argumentieren.

Satz 2.1 (Kronecker). Sei K ein Kérper. Sei f € K[T] normiert und irreduzibel vom
Grad n. Dann ist L = K[T)/fK|[T] eine Kérpererweiterung von K vom Grad [L : K] = n.
Die Klasse t = [T] von T in L ist eine Nullstelle von f in L, und es gilt L = K(t). Ferner
ist f das Minimalpolynom von t diber K.

BEWEIS. Nach Lemma ist L = K[T]/fK|T] ein Koérper. Offenbar ist a — [a] =
a+ fK|[T] ein injektiver Ringhomomorphismus K — K[T]/fK[T], womit K als Teilkérper
von L identifiziert wird.

Die Klassen [1], [T], ..., [T™!] sind eine K-Basis von L: Denn ist [g] = g+ fK|[T] € L,
so zeigt Division mit Rest, g = ¢f + 7, dass [g] = [r], und r = 0 oder grad(r) < n, d. h.
r wird von 1, T,...,T""! erzeugt. Ist Z;ZOI a;[T"] = 0, so ist Z?;OI a;T* € fK[T], aber
aus Gradgriinden geht nur 37" a,T" = 0, also alle a; = 0.

Ist t = [T, so ist dann L = K(t) unmittelbar klar. Einsetzen ergibt f(t) = f([T]) =
[f] = [0]. Da f irreduzibel iiber K ist, ist f das Minimalpolynom von ¢ iiber K (vgl. [1.8).

O
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3. Der Gradsatz

Der folgende Satz ist von &hnlich grundlegender Bedeutung wie der Satz von Lagrange
in der Gruppentheorie:

SATz 3.1 (Gradsatz). Sei K C L C M ein Kérperturm. [M : K| ist genau dann
endlich, wenn [M : L] und [L : K] endlich sind. In dem Fall gilt
[M:K]=[M:L]-[L:K].

Dieser Satz hat eine dhnlich grundlegende Wichtigkeit in der Theorie der Korper-
erweiterungen wie der Satz von Lagrange in der Gruppentheorie. Man beweist dazu die
folgende stirkere Aussage. (Beweis einfach.)

ZUsATZ 3.2. Set K C L C M ein Korperturm. Ist ly,...,l, eine K-Basis von L und
mi,...,mq eine L-Basis von M, so ist die pg-elementige Menge

{timj |i=1,...,p, j=1,...,¢}
eine K-Basis von M.

BEISPIEL 3.3. z = /i ist Nullstelle des Polynoms T* + 1. Es gilt /i = %(ﬂ + 2\@)
Schauen wir uns die Korpererweiterung Q(i,/2)/Q an. Es gilt [Q(v/2) : Q] = 2. Weil
Q(v2) CR und i ¢ R, gilt auch [Q(7,v/2) : Q(v/2)] = 2, und damit nach dem Gradsatz

[Q(, v2) : Q] = [Q(i, v2) : Q(V2)] - [Q(vV2) : Q] = 2-2 = 4.
Es ist 1, v/2 eine Q-Bais von Q(v/2) und 1, i eine Q(v/2)-Basis von Q(i,v/2). Nach dem
Zusatz ist deswegen
1,4, V2, V2

eine Q-Basis von Q(i, v2). AuBerdem gilt Q(v/i) = Q(i, v2): Wegen Vi = 3(v2+iv2) €
Q(i,v/2), also Q(v/4) € Q(i,v/2). Sollte diese Inklusion echt sein, so muss [Q(v/7) : Q] < 4
ein Teiler von 4 sein, also = 1 oder = 2. Offenbar kann er nicht = 1 sein. Er kann aber auch
nicht = 2 sein, denn sonst miisste ¢ = \/%2 sich als LKB iiber Q in 1, vi = %(ﬂ + Z\/§)
darstellen lassen. Da aber 1, 7, v/2, iv/2 linear unabhiingig iiber Q sind, ist dies nicht
moglich. Es folgt [Q(vi : Q] = 4, und da mit f = T* + 1 € Q[T ein normiertes Polynom
vom Grad 4 ist mit f(x) = 0, gilt MIPO(x/Q) = T + 1.

FOLGERUNG 3.4. Sei L/K eine Kirpererweiterung. Sind x1, . . ., x, simtlich algebra-
isch tiber K, so gilt

K(mla"';xn) = K[mlv"wx’n]v

und dies ist eine endliche Korpererweiterung von K.

BEWEIS. Induktion nach n. Fiir n = 1 wissen wir die Aussage schon. Es ist

Klzy,...,x,] = Klz1,...,2p-1][Tn]

v
= K‘Tlv"'7xn—1)[‘rn]

12

(
(X1, 2n—1)(Tn)
(

T1yeney Tp)e

FOLGERUNG 3.5. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist endlich.
(2) FEs gibt iber K algebraische Elemente x1,...,x, € L mit L = K(x1,...,2,).

BEWEIS. (2)=-(1) Nach der vorstehenden Folgerung.

(1)=(2) Ist L/K endlich, so gibt es eine endliche K-Basis y1, ..., ¥ymn € L. Damit gilt
insbesondere L = K(y1,...,Ym), und wegen [K(y;) : K] < [L : K] < oo sind alle y;
algebraisch iiber K. O
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SATZ 3.6 (Algebraischer Abschluss). L/K sei Kdrpererweiterung. Es gilt

(1) Die iiber K algebraischen Elemente bilden einen Teilkirper K von L.
(2) K ist der grofite Teilkorper von L, der diber K algebraisch ist.

(3) Jedes Element aus L, welches diber K algebraisch ist, liegt in K. Kurz: K =K.

BEWEIS. (1) Seien x, y € L algebraisch iiber K. Dann gilt z + y € K(z,y), also
[K(x +y) : K] < [K(z,y) : K] < oo, und analoges gilt fiir = - y. Ist  # 0, so gilt
r71 € K(z), also auch [K(z7! : K] < [K(z) : K] < oo. Also sind z + y, zy und 27!
algebraisch iiber K, und es folgt, dass K ein Kérper ist.

(2) ist trivial.

(3) Sei x € L algebraisch iiber K. Dann gibt es ein normiertes f € K[T] mit f(z) = 0.
Sei etwa, f = T" + ap_1T" '+ --- +a1T + ag, wobei ag,...,a,_1 algebraisch iiber K
sind. Dann ist offenbar x algebraisch iiber M = K(ag,...,a,-1). Es folgt

[K(z): K| <[M(z): K]=[M(x): M]-[M : K] < o0,
weil beide Faktoren endlich sind. Also ist x algebraisch tiber K. O

BeisPiEL 3.7. Q in C (oder R) ist die Menge der algebraischen komplexen (bzw.
reellen) Zahlen.

SATZ 3.8 (Transitivitéit algebraischer Erweiterungen). Es sei K C L C M ein Korper-
turm. Die Erweiterung M /K ist genau dann algebraisch, wenn die beiden Erweiterungen
M/L und L/K beide algebraisch sind.

BEWEIS. (1) Seien M/L und L/K algebraisch. Dann gilt L C K, dem algebraischen
Abschluss von K in M. Sei z € M. Dies ist algebraischh iiber L, also erst recht iiber K.
Nach dem Resultat zuvor gilt dann = € K, also ist 2 algebraisch iiber K. Es folgt, dass
M/K algebraisch ist.

(2) Sei umgekehrt M /K algebraisch. Jedes x € M ist iiber K, also erst recht iiber L
algebraisch. Also ist M /L algebraisch. Da jedes Element von M algebraisch iiber K ist, ist
insbesondere jedes Element von L algebraisch iiber K. Also ist auch L/K algebraisch. O

SATZ 3.9. Fiir eine Korpererweiterung L/K sind dquivalent:

(1) L/K ist algebraisch.
(2) Jeder Ring R mit K C R C L (Teilringe) ist ein Korper.

BEWEIS. (1)=(2) Sei R ein Zwischenring. Sei x € R, x # 0. Es ist = algebraisch iiber
K, und es folgt
v ' e K(z) = K[z] CR.
Also ist  in R invertierbar.
(2)=(1) Sei x € L. Aus (2) folgt K[x] = K(x), also x algebraisch iiber K. O

4. Berechnung des Minimalpolynoms

BEISPIEL 4.1. Betrachte L = Q(v/4)/Q. Nach Beispiel [3.3]ist 1, 4, v/2, iv/2 eine Q-
Basis von L.

(1) Sei x = 2i + v/2. Wir wollen das Minimalpolynom von z iiber Q berechnen. Dazu
stellen wir die Elemente 1, z, 22, ... als Linearkombination in der oben gegebenen Basis
dar. Die Koeffizienten schreiben wir als Spalten einer Matrix:

1 = 22 23 z*
1 0 -2 0 —28
0 2 0 4 0
0O 1 0 =10 0
0 0 4 0 —16
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Da nach dem Gradsatz [L : Q] = 4, miissen wir hier maximal bis #* gehen und stellen
x? (sofern dies nicht schon vorher méglich ist), als Linearkombination in den vorherigen
Potenzen von x dar. Hier sehen wir, dass die ersten vier Spaltenvektoren linear unabhéngig
sind, also 1, z, 22, 22 sind linear unabhingig. Daher muss MIPO(z/Q) den Grad 4 haben,
und man sieht, indem man die letzte Spalte als LKB der vorderen Spalten darstellt,
rt = —42? — 36, und damit MIPO(z/Q) = T* + 472 + 36.

(2)z=1+V2+i.

1 z 22 2% ot
11 2 4 0
01 2 8 24
o1 2 2 0
00 2 6 16
Man sieht ¢ = 42% — 422 — 8, also MIPO(z/Q) = T* — 4T3 + 4T? + 8.

LEMMA 4.2. Es sei L/K eine Korpererweiterung und 0 # x € L. Dann haben die
Elemente x und 1/x denselben Grad iiber K.

Bewels. K(z) = K(1/z). O

BEISPIEL 4.3. Minimalpolynom von = 1+ i 4+ /2 iiber Q ist T* — 4T7% + 472 + 8,
das von 1/ ist T* +1/27% — 1/2T + 1/8.

5. Arithmetische Eigenschaften des Korpers Q

SATz 5.1. Jede rationale Zahl x, welche einer normierten Polynomgleichung
(5.1) 2"+ ap 12" P+ +axtag=0

mit ganzzahligen Koeffizienten ag, . .., an—1 € Z gendigt, ist notwendig in Z gelegen. Ferner
ist solch ein x ein Teiler von ag.

FOLGERUNG 5.2. Sei a eine ganze Zahl, welche sich fiir gegebenes n > 2 in Z micht
als n-te Potenz schreiben lGft (d. h. wir nehmen a # k™ fiir jedes k € Z an). Dann ist die
Gleichung

2" —a=0
nicht in Q losbar. Anders formuliert: ¥/a &€ Q.
BEISPIEL 5.3. Die Gleichung x'! — 102° + 3 = 0 ist nicht in Q losbar.

BEWEIS VON SATz Bl Schreibe z = a/b mit teilerfremden a, b € Z, b # 0. Multi-
plikation von (5.1)) mit ™ liefert

n
a” + Z an_ia" b =0,

i=1

also
n
a = -b E an_;a" L
i=1

Es folgt b | a™. Wire nun b # 1, dann gébe es einen Primfaktor p von b, und p wire dann
auch ein Primfaktor von a, Widerspruch. Also gilt b = 1, und damit x = a € Z. Ferner
gilt

2

x - (—x"fz — Qp_12" T — - —agx — al) = ay,

also z | ag. O
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6. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Dreiteilung des Winkels.

Verdoppelung des Wiirfels (Delisches Problem).
Quadratur des Kreises.

Konstruktion des regelméfigen n-Ecks.

DEFINITION 6.1. Es sei M eine Teilmenge von C, welche die Punkte 0 und 1 enthélt.

(1) Eine Gerade G heifit unmittelbar aus M konstruierbar, wenn es Elemente zq,
2o € M mit z1 # z5 so gibt, dass z1, 22 € G.

(2) Ein Kreis heifit unmittelbar aus M konstuierbar, wenn es Elemente zg, z1, 29 in
M so gibt, dass K der Kreis um zg mit Radius |z; — 23] ist.

(3) Ein Punkt z € C hei8t unmittelbar aus M konstruierbar, wenn es A und B mit
z € AN B so gibt, dass A und B jeweils eine unmittelbar aus M konstruierbare Gerade
oder einen unmittelbar aus M konstruierbaren Kreis bedeuten.

DEFINITION 6.2. Wir setzen M(®) = M und erkliren rekursiv M (*t1 als die Menge
der unmittelbar aus M (™) konstruierbaren Punkte aus C. Definitionsgemif heifit dann

K(M)=|JM™
neN
die Menge der ausgehend von M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.
Wir nennen ein z € C (schlechthin) (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar, wenn z
ausgehend von der Menge {0, 1} konstruierbar ist.

SATZ 6.3. Sei 0, 1 € M C C. Dann ist K(M) der kleinste Teilkorper K von C mit
folgenden Eigenschaften (1)-(3):
(1) M CK;
2) ze K = z€K;
(3) Ist z € C Lésung einer quadratischen Gleichung z*>+az+b = 0 mit Koeffizienten
a, be K, so folgt z € K.

Kurz: K(M) ist der kleinste Teilkoérper von C, der M enthélt und unter komplexer Kon-
jugation und Quadratwurzelziehen abgeschlossen ist.

BEWEISs. (0) K (M) ist ein Teilkérper von C: Sind z und w in K (M), so erhélt man
z —w als Schnittpunkt des Kreises um z mit Radius |w| und des Kreises um —w mit
Radius |2|. Sei z € C, z # 0. In Polarkoordinaten, z = re®. Dann gilt offenbar

ze K(M) & 71 e“ecK(M).

Seien nun z = re'® und w = se’ in K (M) \ {0}. Wir wollen zeigen, dass dann auch
z/w € K (M) gilt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass r/s und €*(®~#) in K (M) sind.

(a) Fiir r/s konnen wir r # s annehmen. Es ist ¢ € K(M), und dann 1 +¢ € K(M).
Sei A die Gerade durch 0 und 1+74. Sei a € A Schnittpunkt des Kreises um 0 mit Radius r
mit A, und b der Schnittpunkt mit dem Kreis um 0 mit Radius s. Wir kénnen annehmen,
dass a und b im ersten Quadranten liegen. Sei B die Gerade durch 1 und b. Wir kénnen
dann eine Parallele B’ konstruieren, die durch den Punkt a geht. Der Schnittpunkt von
B’ mit der reellen Achse heifle ¢. Der Strahlensatz sagt uns nun

r o la] ¢
s o 1
Der konstruierte Punkt ¢ € K (M) ist also r/s.
(b) Mit w = e ist auch @ = €!(=#) in K(M). Wir miissen also nur eine Winkeladdi-
tion konstruieren. Das ist einfach.
Es folgt, dass K (M) ein Teilkérper von C ist.
(1) M C K ist Klar.



6. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL 47

(2) Die einfache Konstruktion haben wir eben schon verwendet.

(3) Sei z € K(M) \ {0}. Wir zeigen v/z € K(M). Schreibe z = rei®. Es ist \/z =
V/ret®/2, Die Winkelhalbierung ist einfach zu konstruieren. Es sind r, 0 und —1 in K (M).
Der Mittelpunkt der Strecke zwischen —1 und 7 ist % Wir schlagen einen Kreis B um
diesen Punkt, so dass —1 und r die Schnittpunkte von B mit der reellen Achse sind. Der
Schnittpunkt von B mit der imagindren Achse heifie a. Die Punkte —1, r und a bilden die
Ecken des rechtwinkligen Dreiecks im Thaleskreis, die Lénge der Verbindung zwischen 0
und a bildet die Hohe h des Dreiecks. Der Hohensatz (mehrfache Anwendung des Satzes
von Pythagoras) sagt h? = | — 1| - r. Es ist also h = |a| € K(M) Quadratwurzel von r.

Gilt 22 +az+b=0mit a, b € K(M), so gilt z = —%:l:\/% — b, also z € K(M) nach
dem vorherigen Argument.

(4) Sei nun K ein Teilkérper von C, der die Eigenschaft (1)-(3) erfiillt. Wir haben
K(M) C K zu zeigen. Dazu zeigen wir per Induktion, dass M®™ C K gilt fiir jedes n > 0:
Es gilt M(® = M C K nach (1). Sei n > 0, und wir nehmen an, wir hiitten bereits
M®™ C K gezeigt. Wir zeigen M+t C K: Sei z € M1 also z € AN B, mit drei
moglichen Fillen:

(a) Aund B sind Geraden; a1, as € A, a1 # ag, by, by € B, by # by, und a1, as, by, by €
M®™ C K. Es gilt

A={a+tc,t R}, B={b+sd, secR},
mit a = a1, c=as — a1, b ="5by, d = by — b; € K. Man kann dies auch so schreiben:

A={weC|e(w—-a)=cw—a)}, A={weC|dw—b) =dw-"b)},

denn ist ¢(w — a) reell, so erhiilt man mit ¢t := ¢(w — a)/cc € R, dass w = a + tc gilt. Es
ist also (z,%)! Losung des linearen Gleichungssystems

(6 o) ()= (C0sa):

und da alle Koeffizienten in K sind, gilt z, Z € K.
(b) A ist Gerade und B ein Kreis. Konkret:

A b(w—a) —b(w—a)=0
B: (w—c)(w—rc) =s,

mit a, b € K, b # 0 (wie oben) und ¢ € K und s = |p — ¢|?, p, ¢ € M™ C K. Nutzt man
nun z € AN B, so sieht man, dass z Nullstelle eines quadratischen Polynoms f € K[T)
ist, also wegen (3) folgt z € K.
(¢) A und B sind Kreise. Konkret:
A: (w—a)(w—a)=r

B: (w—">b)(w—"0) =s,

mit a, b, 7, s € K mit a # b. Nutzt man z € AN B, zieht die erste Gleichung von der
zweiten ab, so erhélt man mit ¢ :=r — s + bb — a@, dass z den Gleichungen

b—a)z+(b—a)z=¢c, (z=b)(z—b)=s

geniigt und wir nun Fall (b) anwenden kénnen.
In jedem Fall ergibt sich also z € K. Damit M™+) C K, und schlieBlich K (M) C
M. ]

SATZ 6.4. Fiir eine komplexe Zahl z sind dquivalent:
(1) z ist konstruierbar, d. h. z € K({0,1}).
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(2) Es gibt einen Korperturm
Q:K()CKlCKzC"'CanlCKn

mit Schritten vom Grad [K; : K;—1] = 2 (fir alle 1 <i < n), welcher z erreicht,
d. h. z € K,.

FOLGERUNG 6.5. Jede konstruierbare komplexe Zahl z ist algebraisch iber Q und der
Grad [Q(z) : Q] ist eine Potenz von 2.

FOLGERUNG 6.6. Die Zahl m ist nicht konstruierbar. Damit ist die Quadratur des
Kreises nicht losbar.

BEWEIS. 7 ist nicht algebraisch. (Satz von Lindemann 1882.) O

FOLGERUNG 6.7. Die Zahl ¥/2 ist nicht konstruierbar. Damit ist die Verdoppelung
des Wiirfels nicht lésbar.

BewEls. Fiir a = /2 gilt (vgl. Kriterium von Eisenstein) [Q(a) : Q] = 3. O

FOLGERUNG 6.8. Die Zahl cos20° ist nicht konstruierbar. Damit ist die Dreiteilung
des Winkels nicht lésbar.

BEWEIS. Man zeigt, dass fiir @ = c0s20° gilt [Q(«) : Q] = 3. Also ist « nicht kon-
struierbar. Andererseits ist offenbar der Winkel 60° (d. h. z = ¢™/?) konstruierbar. O

Die Nichtlosbarkeit der Verdoppelung des Wiirfels und der Dreiteilung des Winkels
wurde zuerst von L. P. Wantzel 1837 gezeigt.

FOLGERUNG 6.9. Das regulire 5-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
Bewers. Vgl. Ubungen. (]

BEMERKUNG 6.10. Es gilt, dass das reguldre n-Eck genau dann konstruierbar ist,
wenn o(n) eine Potenz von 2 ist. Hier ist ¢ die Eulersche ¢-Funktion, welche bei gegebener
Primzahlfaktorisierung

n = p;l .. .p:t
durch
p(n) = (p1" =" ") - (0} — )"
erkléart ist. Fiir den Nachweis dieses Satzes bendtigt man stérkere Hilfsmittel aus der
Galoistheorie iiber sog. Kreisteilungskorper. (Aus Zeitgriinden muss der Beweis leider
entfallen.)

Beweis von Satz Wir nehmen von nun an M = {0, 1} an. Dann ist die Ei-
genschaft (2), Abgeschlossenheit gegeniiber Konjugation, in Satz nicht notig, sondern
automatisch erfiillt. Dies folgt aus dem folgenden allgemeineren Lemma.

LEMMA 6.11. Sei ¢: C — C ein Ringautomorphismus des Korpers C. Set K C C
der kleinste Teilkorper von C, der abgeschlossen ist unter Lisungen von quadratischen
Gleichungen. Dann gilt o(K) C K.

BEWEIS. Setze K = ¢ 1(K). Seien f' = T? + a'T + ¥ € K'[T] und z € C mit
f'(z) = 0. Dann gilt mit a = ¢(a’), b= V'), y = p(x) und f =T? +aT + b € K[T]:
fy) = o(f'(x)) = ¢(0) = 0.
Wegen der Abgeschlossenheit von K folgt y € K und damit = ¢~ 1(y) € K'. Also ist
auch K’ abgeschlossen unter Loésungen von quadratischen Gleichungen, und wegen der

Minimalititseigenschaft von K folgt K C K’. Sei nun z € K. Dann gilt x € K’, also
x = ¢ Y(y) fiir ein y € K. Es folgt p(x) =y € K. Es folgt p(K) C K. O
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z € C heifit erreichbar, wenn es einen Korperturm
Q=K¢CcK:C---CK,

in C gibt, so dass alle [K; : K;_1] = 2 gilt (1 < i < n), welcher z erreicht, d. h. z € K,,.
Mit Q bezeichnen wir die Menge aller erreichbaren z € C.

SATZ 6.12. @ ist ein Teilkdrper von C mit folgenden FEigenschaften:
o Geniigt z € C einer quadratischen Gleichung tber @, so gilt schon z € @

BEWEIS. Seien z, w € @ Es gibt Korpertiirme
Q:K()CKl c---CK,

und
Q=LpgcLiCc---CLy,

mit [K; : K;_1] =2und [L; : Lj_1] = 2, mit z € K,, und w € L,,. Es gibt o; vom Grad
2 tiber K;_ 1 mit K; = K;_1(c;) und 8; vom Grad 2 iiber L;_y mit L; = L;_1(8;). Es ist
dann K; = Q(a,...,a;) und L; = Q(p4, ..., B;). Man betrachtet nun den Kérperturm

QCQ(al) (@R C@(Oél,.».,an) QQ(ala'“;anvﬁl) g QQ(ala"'aanvﬁla'“aBm)v

wobei in dem grofiten der Korper die Elemente z und w, und somit auch z — w und
z/w (sofern w # 0) liegen. Jedes B; hat den Grad 2 iiber L;_;, also einen Grad < 2
iiber K,(B1,...,3j—1). Lésst man Indizes j mit L; = L;_; aus, so erhdlt man einen
Korperturm mit Gradschritten 2, der z — w und z/w erreicht.

Sei nun z € C eine Losung von 22 +az +b = 0, wobei a, b € @ gilt. Dann werden «a
und b von einem gemeinsamen Korperturm der obigen Form erreicht, etwa a, b € K,,. Es
ist dann z € K41 := K,(y/a?/4 —b) und [Kp41 : K] < 2. a

Sarz 6.13. Fir M = ({0, 1}) gilt K(M) = Q.

BeEwels. “C” Beide Teilkorper, K (M) und (@, sind abgeschlossen bzgl. Losungen von
quadratischen Gleichungen, und nach Satz (und Lemma [6.11]) ist K (M) der kleinste
solche. Also folgt K (M) C Q.

“;)77 Sei

Q=Ko CK C-CK,

ein Korperturm in C mit [K; : K;—1] = 2 fiir 1 <4 < n. Man zeigt induktiv fiir ¢ = 0,...,n,
dass K; C K(M) gilt. Fiir ¢ = 0 ist dies wegen Ky = Q klar. Es sei bereits gezeigt, dass
K;_1 C K(M) gilt. Sei z € K;. Wir konnen z ¢ K, _; annehmen. Dann erfiillt z wegen
[K; : K;_1] = 2 eine quadratische Gleichung 2% + az + b = 0 mit a, b € K;_;. Es folgt a,
b € K(M), und nach Satz[6.3]folgt = € K(M). O

7. Isomorphie einfacher algebraischer Erweiterungen

DEFINITION 7.1. Seien L/K und L'/K Korpererweiterungen. Ein Isomorphismus
o: L — L' heifit ein K-Isomorphismus, wenn o5 = 1 gilt. (Aquivalent: o ist K-linear.)

Ist dabei L = L/, so heifit o ein K-Automorphismus.

Allgemeiner definiert man: Ist ¢: K — K’ ein Isomorphismus von Kérpern, und sind
L/K und L'/K' Kérpererweiterungen, so heifit ein Isomorphismus o: L — L’ ein Isomor-
phismus von Kérpererweiterungen, falls oy =1 gilt.

SaTz 7.2. Seien K(a)/K und K(5)/K einfache algebraische Kérpererweiterungen,
so dass a und B dasselbe Minimalpolynom f € K[T] haben. Dann gibt es einen K-Iso-
morphismus o: K(a) = K(8) mit o(a) = B.
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BEWEIS. Es habe f den Grad n. Jedes x € K(«a) 148t sich nach Folgerung [1.15

eindeutig schreiben

r=ap+aa+aa®+- -+ an,_1a"?

(ag,...,an—1 € K). Definiere

d _
o(@) Y ag+ arf+ B+ + an_1 SN

Wieder nach [T.15]ist o bijektiv, und es gilt o(z + y) = o(z) + o(y) fiir alle z, y € K(a).
Zu zeigen bleibt o(zy) = o(x)o(y) fiir alle z, y € K(a). Nach [L.15] gibt es g, h, p € K[T]
vom Grad < n—1 (sofern nicht das Nullpolynom) mit 2 = g(«a), y = h(«) und 2y = p(«).
Es ist (gh—p)(a) = g(a)h(a) — p(a) = zy — xy = 0. Nach Satz[[.§ gilt, dass gh —p von f
geteilt wird, etwa gh = ¢f + p. Entweder p = 0, oder grad(p) < grad(f), und daher ist p
der Rest bei Division von gh durch f. Da auch f(5) = 0, folgt o(zy) = p(5) = g(B)h(B8) =
o(x)o(y). O

Manchmal ist es niitzlich, vorstehende Aussage allgemeiner zu haben: Fiir einen Ring-
homomorphismus f: R — S definiere f*: R[T] — S[T] durch

O aT) =) fla)T".
i=0 i=0
SATZz 7.3. Seien K und L Kérper und i: K — L ein Isomorphismus. Seien K(a)/K
und L(B)/L einfache algebraische Korpererweiterungen. Sei f € K[T| das Minimalpoly-
nom von « iber K und g € L|T) das Minimalpolynomen von 8 diber L. Gilt i*(f) = g, so
gibt es einen Isomorphismus von Erweiterungen j: K(«a)/K — L(B8)/L mit j(a) = .

BEWEIS. Analog zum Beweis des vorstehenden Satzes. ]

UBUNG 7.4. Man zeige die Umkehrung von Satz Seien K («) und K(8) zwei ein-

fach algebraische Korpererweiterungen, und es gebe einen K-Isomorphismus o: K(a) —
K (B) mit o(«) = 8. Man zeige, dass o und f selbes Minimalpolynom iiber K haben.

8. Algebraischer Abschluss

In Satz [3.6) wurde gezeigt, dass ein Korper innerhalb eines vorgegebenen Erweite-
rungskorpers einen algebraischen Abschluss besitzt. Es gibt aber auch einen algebraischen
Abschluss eines Korpers schlechthin.

DEeFINITION 8.1. Ein Ko6rper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom
f € K[T] vom Grad > 1 eine Nullstelle in K besitzt.

Es folgt dann, dass jedes Polynom 0 # f € K[T] vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt:
f=c¢c T—-a) ... (T —ap) mit c € K*, und ay,...,a, € K (nicht notwendig
paarweise verschieden). Offenbar gilt fiir einen Koérper K: Genau dann ist K algebraisch
abgeschlossen, wenn jedes irreduzible f € K[T] den Grad 1 hat.

BEISPIEL 8.2. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. Dies
ist der sog. Fundamentalsatz der Algebra, der am elegantesten in der Funktionentheorie
bewiesen wird.

Der Korper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn z. B. hat
das Polynom T2 + 1 € R[T] keine reelle Nullstelle.

Wir skizzieren hier den Beweis, dass sich jeder Korper in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper
einbetten l48t. Dazu bedarf es zweier Techniken, die wir verwenden, ohne detailliert darauf einzugehen:
(1) Polynomringe R[X; : ¢ € I] in einer beliebigen “Zahl” von Unbestimmten X; (i € I), wobei
I eine beliebige Indexmenge ist, also auch unendlich sein darf. In jedem Polynom kommen
allerdings immer nur Monome vor, die aus nur endlich vielen der Variablen bestehen.
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(2) Das Lemma von Zorn. Es ist dquivalent zum Auswahlaxiom und besagt, dass jede nichtleere
(partiell) geordnete Menge (X, <), die induktiv ist, ein maximales Element enthilt. Dabei
heilt induktiv, dass jede total geordnete Teilmenge L von X eine obere Schranke s € X hat
(d. h. fir alle z € L gilt « < s). Mit dem Lemma von Zorn zeigt man z. B. die Existenz von
Basen in (beliebigen, auch nicht endlich erzeugten) Vektorrdumen. Oder die folgende Aussage:
Ist R ein (kommutativer) Ring und I C R ein Ideal, so gibt es ein maximales Ideal M mit
I C M C R. (Es ist dann der Faktorring R/M ein Koérper; dies folgt so wie in ) Beweis:
Sei X die Menge aller Ideal J mit I C J C R. Diese Menge ist nichtleer (da sie I enthilt), und
induktiv geordnet: Sei £L C X total geordnet. Dann ist S = |J;c J ein Ideal. Es gilt S € X,
denn S = R wiirde 1 € S und damit 1 € J und J = R fiir ein J € X nach sich ziehen. Offenbar
ist S eine obere Schranke fiir £. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element
M € L, und es folgt die Behauptung.

SATZ 8.3. Sei K ein Korper. Dann gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Kérper
L, der K als Teilkorper enthdlt.

BEWEIS. (Skizze.) Konstruiere einen Korper Ly, in dem jedes Polynom f € K[T] vom Grad > 1 eine
Nullstelle enthélt. (Die Konstruktion geht auf Emil Artin zuriick.) Fiir jedes solche Polynom f sei Xy
eine Unbestimmte. Wir betrachten den Polynomring in diesen unendlich vielen Variablen,

R =K[Xy: f € K[T];grad(f) > 1].

Jedes Element in R ist eine endlich Linearkombination von Monomen in den Xy [dabei kommen jeweils
nur endlich viele Variablen vor]. Sei I C R das Ideal, welches erzeugt wird von allen Polynomen in R von
der Form f(Xy) (f € K[T] vom Grad > 1), also in jeweils einer Variablen.

Dieses Ideal I ist nicht ganz R: Sonst hitte man eine Darstellung

Zgi(Xl, XN (X)) =1
i=1

(nur endlich viele Variablen sind involviert, wobei wir abkiirzend X; = X, schreiben). Mit Satz sieht
man, dass es einen Erweiterungskérper E von K gibt, in dem alle Polynome f;(X;) eine Nullstelle «;
besitzen (Ubung!). Setzt man fiir alle X; dann «; ein, so erhilt man 0 = 1, Widerspruch.

Da I C R gibt es (nach dem Zornschen Lemma) ein maximales Ideal M C R, welches I enthilt.
Es ist dann der Faktorring R/M ein Koérper (folgt dhnlich wie in . Sei m: R — R/M die ka-
nonische Surjektion. Fiir jedes f vom Grad > 1 hat dann das Polynom 7*(f) eine Nullstelle in R/M
(némlich [X;] 2 X + M, denn: 7 (f)([X[]) = [f(X})] = [0], weil f(X;) € I C M), und dies ist eine
Korpererweiterung von 7 (K). Bis auf Identifizierung (via 7) gibt es also eine Korpererweiterung E1/K,
in der jedes Polynom f € K[T] vom Grad > 1 ein Nullstelle besitzt.

Induktiv konstruiert man Korpererweiterungen

EiCE2CE3C...,

so dass jedes Polynom f € E,[T] vom Grad > 1 eine Nullstelle in E,, 41 besitzt. Definiere dann L als die
Vereinigung |J,,~ En. Dies ist offenbar wieder ein Kérper, und jedes Polynom f € L[T] vom Grad > 1
hat eine Nullstelle in L. O

FOLGERUNG 8.4. Sei K ein Kérper. Dann gibt es eine algebraische Kdorpererweiterung
L/K, wobei L algebraisch abgeschlossen ist.

BEWEIS. Sei E/K eine Korpererweiterung, so dass E algebraisch abgeschlossen ist.
Sei L die Vereinigung aller Teilerweiterungen, die algebraisch iiber K sind, also (in der
Notation von Satz L = K. Dann ist L algebraisch iiber K. Sei f € L[T] vom Grad
> 1. Dann hat f eine Nullstelle « € E, und nach Satz ist « ist algebraisch iiber L.
Ebenfalls nach Satz ist a auch algebraisch iiber K. Es folgt a € L. (]

DEFINITION 8.5. Sei K ein Koérper. Ein algebraisch abgeschlossener Kérper L, so dass
L/K algebraisch ist, heifit ein algebraischer Abschluss von K. Wir schreiben dafiir auch
K.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit eines algebraischen Abschlusses (bis auf K-Isomor-
phie).

LEMMA 8.6. Sei 0: K — L ein injektiver Korperhomomorphismus von K in einen
algebraisch abgeschlossenen Kérper L. Sei E = K(a), wobei o algebraisch iber K ist mit
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Minimalpolynom f € K[T). Dann ist die Anzahl der mdiglichen Fortsetzungen von o auf
K(a) gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von o*(f) in L.

BEWEIS. Sei § eine Nullstelle von ¢*(f) in L. Sei z = Y7 a;a’ € K(a). De-

L de . . : o .
finiere 7 (x) = >oioo(a;)B". Dies definiert einen injektiven Kérperhomomorphismus

¢: K(a) = L mit 7| = o (wie im Beweis von Satz . Fiir jede andere Nullstelle g’
von o*(f) in L erhilt man analog eine weitere Fortsetzung. Sei umgekehrt 7: K(a) — L
eine Fortsetzung von o. Dann ist 8 = 7(a) € L, und o*(f)(8) = 7(f(«)) = 7(0) = 0, also
ist 8 eine Nullstelle von o*(f) € L[T]. Ferner gilt fiir = Z:—L;Ol a;a’ € K(a) auch

n—1 n—1

(@) =, T(ai)(T(a))"Z. o(a;)B" =7 ().

&
I
=)
-
I
o

O

SAaTz 8.7. Sei E/K eine algebraische Erweiterung, sei o: K — L ein injektiver
Korperhomomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper L. Dann gibt es
eine Fortsetzung von o auf E.

BEWEIS. Sei S die Menge aller Paare (F,7), wobei F ein Zwischenkérper von E/K ist und 7 eine
Fortsetzung von o auf F. Fiir zwei solcher Paare (F, ) und (F’,7’) definiere (F, 1) < (F',7’) falls F C F’
gilt und T|/F = 7. Es gilt S # 0. Diese Menge ist induktiv geordnet, d. h. ist {(F;, 7;)} eine total geordnete
Teilmenge, so sei F' = U; F; und definiere 7 auf F', so dass es auf Fj gleich 7; ist. Dies ist eine obere
Schranke fiir die total geordnete Teilmenge. Man kann dann Zorn’s Lemma anwenden, und erhilt damit,
dass S ein maximales Element (F,7) enthilt. Wir zeigen F' = E. Andernfalls giibe es ein z € E \ F.
Man kann nach dem vorherigen Lemma 7 fortsetzen auf F(x) 2 F, im Widerspruch zur Maximalitit von
(F, 7). O

FOLGERUNG 8.8. Sei K ein Kérper, und seien L und L' zwei algebraische Abschliisse
von K. Dann gibt es einen K-Isomorphismus o: L = L.

Bewels. Da L/K algebraisch ist, gibt es nach dem vorherigen Satz eine Fortsetzung
o:L— L voni: K — L i(z) = fir alle z € K. Es ist nur zu zeigen, dass o surjektiv
ist. Es ist aber das Bild o(L) ~ L algebraisch abgeschlossen, und L’ ist algebraisch iiber
o(L). Also folgt o(L) = L'. O



KAPITEL VI

Galoistheorie

Lernziele:

e Den Hauptsatz der Galoistheorie samt seiner genauen Voraussetzungen kennen
und verstehen. Die dort vorkommenden Begriffe kennen und erldutern kénnen.

e Die Begriffe Zerfillungskorper, galoissche, separable und normale Koérpererwei-
terung kennen. Klassen von Beispielen kennen.

e Eine Hand voll Beispiele von galoisschen bzw. nicht-galoisschen Koérpererweite-
rungen und deren Galoisgruppen kennen.

e Die Sdtze von Artin und des primitiven Elements kennen und deren Relevanz
fiir den Beweis des Hauptsatzes verstehen.

e Die Klassifikation endlicher Korper.

e Das ausfiihrliche Beispiel am Ende des Kapitels verstehen.

1. Die Galoisgruppe einer Kérpererweiterung

DEFINITION 1.1 (Galoisgruppe). Sei L/K eine Kérpererweiterung. Die Menge aller
K-Automorphismen o: L — L ist ein Gruppe, wobei die Verkniipfung durch Komposition
von Abbildungen gegeben ist. Diese Gruppe heifit die Galoisgruppe der Kérpererweiterung
L/K und wird mit Gal(L/K) bezeichnet.

LEMMA 1.2. Sei L/K und L'/K' Kérpererweiterungen und i: K — K’ ein Isomor-
phismus. Sei o: L/K — L'/K' ein Isomorphismus von Erweiterungen. Ist f € K[T] und
x € L eine Nullstelle von f, so ist o(x) eine Nullstelle von i*(f).

Bewess. Sei f =377 ;a;77. Dann gilt
F(Plo(@) = ila)(o@) = o(a)o(a’) =D aja’) = o(f(x)) = a(0) = 0.
=0 =0 =0

O

Satz 1.3. Seien K(x)/K und K'(2')/K' einfache algebraische Kérpererweiterungen
und i: K — K' ein Isomorphismus. Sei f € K[T] dass Minimalpolynom von x iber K,
und es gelte, dass i*(f) dass Minimalpolynom von x’ iber K' ist. Dann ist die Anzahl der
Fortsetzungen o: K(x) — K'(a') von i gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen
von f in K(x).

BewEIs. (Folgt dhnlich wie in Lemma ) Seien x = x1, %2, ..., 2, die verschie-
denen Nullstellen von f in L = K(z). Nach Satz gibt es einen Isomorphismus
o: K(x) — K'(2'), der ¢ fortsetzt und mit o(z) = 2’. Nach dem vorherigen Lemma
iiberfithrt o die verschiedenen Nullstellen z1,...,zs von f in die verschiedenen Null-
stellen o(z1),...,0(xs) von i*(f). Ist nun 7: K(z) — K'(z') ein beliebiger Isomorphis-
mus, der ¢ fortsetzt, so gibt es wieder nach dem vorherigen Lemma ein j mit 7(x) =
o(z;). Da 1,z,...,2""! eine K-Basis von K(z) ist und 7 eine Fortsetzung von i: K —
K', ist 7 durch das Bild 7(x) schon eindeutig festgelegt. Es gibt fiir 7 also genau s
Moglichkeiten. O

Spezialisiert man auf K = K’, x = 2’ und 7 = 1g, so erhilt man:

53
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FOLGERUNG 1.4. Sei K(x)/K eine einfach algebraische Korpererweiterung, und sei
f € KI[T] das Minimalpolynom von x iber K. Dann ist die Ordnung von Gal(K (x)/K)
gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in K(x). Insbesondere gilt

| Gal(K (z)/K)| < grad(f) = [K(z) : K].

Es wird ein wichtiges Ziel sein, diese Aussage auf beliebige endliche Korpererwei-
terungen zu verallgemeinern.

BEMERKUNG 1.5. Die vorherige Aussage (und ihr Beweis) liefert ein Konstruktions-
verfahren fiir Gal(K(z)/K); die Elemente von Gal(K(x)/K) korrespondieren mit den
(verschiedenen) Nullstellen von f in K(z); sind z1, ...,z € K(z) die verschiedenen Null-
stellen von f in K (x), so induziert die Festsetzung o;(z) = z; ein eindeutig bestimmtes
Element von Gal(K(z)/K).

BEISPIELE 1.6. (1) Betrachte C/R. Es ist C = R(i). Das Minimalpolynom f = T?+1
von ¢ iiber R hat die Nullstellen ¢ und —i (die beide in R(%) liegen). Es gibt also die
Mboglichkeiten ¢ — ¢ und ¢ — —i. Dies liefert die R-Automorphismen 1¢ (die Identitét) und
7 definiert durch 7(a + bi) = a — bi (es ist also 7 die komplexe Konjugation). Gal(C/R) =
{17} = ().

(2) Betrachte Q(3/2)/Q. Hierbei bezeichnet /2 die eindeutig bestimmte positive reelle
dritte Wurzel aus 2. Die komplexen Nullstellen des Minimalpolynoms 7% — 2 von a = /2
iiber Q sind a, e*™/3q, e*™/3q. Wegen Q(\”’/ﬁ) C R liegt davon nur « in Q(\”’/i) Also
besteht Gal(Q(+/2)/Q) nur aus dem neutralen Element.

(3) Betrachte Q(+v/2)/Q. Die komplexen Nullstellen des Minimalpolynoms 7% — 2 von
a = v/2 iiber Q sind o, i, —a, —ic. Davon sind nur a und —a in Q(+v/2). Also besteht
Gal(Q(+/2)/Q) aus dem neutralen Element und dem Q-Automorphismus o der o auf —a
schickt; dieser ist auf beliebigen Elementen von Q(+/2) definiert durch

ola+ba+ ca® +da®) = a — ba + ca? — do®.

(4) Betrachte Q(4,v/2)/Q(i). (Ubung.) Es ist f = T* — 2 ein Polynom iiber Q(3),
welches v/2 als Nullstelle hat. Wegen
§=2-4= QG v2): Q(V2)]-[Q(V2) : @] = [QG, ¥V2) : @] = [QG, v2) : Q)] [Q() = Q)
folgt [Q(i, v2) : Q(i)] = 4, und damit ist f auch das Minimalpolynom von v/2 iiber
Q(i). Alle Nullstellen «,ia, —a, —ia (mit a = v/2) liegen in Q(i, v2). Sei o der Q(i)-
Automorphismus von Q(i, v/2), der durch o : a + i bestimmt ist. Dann gilt 02: a + —a,

03: a+ —ia und o* = 1. Es ist also Gal(Q(i, v/2)/Q(i)) zyklisch von der Ordnung 4,

erzeugt von o.

DEFINITION 1.7 (Fixkérper). Sei L ein Korper und G eine Gruppe von Automorphis-
men o: L — L. Dann ist L = {z € L | o(x) = x fiir alle 0 € G} ein Teilkérper von L,
der Fixkorper von G.

Insbesondere: Ist L/K eine Kérpererweiterung und U C Gal(L/K) eine Untergruppe
der Galoisgruppe, so ist der Fixkorper LY ein Zwischenkérper von L/K.

BEMERKUNG 1.8. Sei L/K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K).
Es gilt L O K und Gal(L/L%) = Gal(L/K), wie man leicht nachrechnet.

DEFINITION 1.9 (Galoiserweiterung). Eine endliche Kérpererweiterung L/K heifit
galoissch, oder Galoiserweiterung, falls LG2(L/K) = K gilt.

BEeISPIELE 1.10. (1) C/R. Sei G = Gal(C/R). Esist C¥ = {z € C |z =z} = R. Also
ist C/R galoissch.

(2) Es ist G = {1} die Galoisgruppe von Q(4/2)/Q. Also gilt Q(v/2)¢ = Q(/2) # Q,

d. h. diese Korpererweiterung ist nicht galoissch.
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(3) Es ist G = {1,0} (wie oben beschrieben) die Galoisgruppe von Q(+v/2)/Q. Es ist
dann
Q(V2)% = {z | o(x) =2} = {a+ V2| a, c € Q} = Q(V2),
also ist diese Korpererweiterung nicht galoissch.
(4) Q(i, v/2)/Q(i) ist galoissch. (Ubung.) Wir haben eben schon gezeigt, dass die
Galoisgruppe G zyklisch ist mit Erzeuger o: a +— ia. Es folgt weiter:

L ={z € Q(i, V2) | o(x) = z}.
Jedes Element z € Q(i, v/2) lisst sich schreiben als

r=xy+T100 + x2a2 + x3a3

mit eindeutige xg, x1, T2, 3 € Q(¢). Damit ist

2 3

o(x) = 2o + Trice — 202 — 3007,

Es folgt damit 2 € LE genau dann, wenn z; = iz, 23 = —x und 3 = —ixs, also,
wenn x = x¢ € Q(i) gilt. Also L& = Q(4). Damit ist die Korpererweiterung Q(i, v/'2) /Q(i)
galoissch.

2. Der Hauptsatz der Galoistheorie (Formulierung)

Sei L/K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe G' = Gal(L/K). Bezeichne mit Z
die Menge aller Zwischenkorper M von L/K, also so, dass K C M C L ein Kérperturm
ist. Bezeichne mit I/ die Menge aller Untergruppen von G. Beides sind geordnete Mengen
bzgl. der Inklusion.

Wir betrachten folgende Abbildungen:

®: Z U, M~ Gal(L/M).
U:-U—Z, U~ LY.
SATZ 2.1 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L/K eine Galoiserweiterung vom Grad
n = [L : K| und mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Dann gilt:
(1) Esist |G| =n.
(2) Die Abbildungen
&: Z U, M Gal(L/M)
und
U:-U— 2 U~LY
sind ordnungs-umkehrend und zueinander invers.

(3) Fiir jeden Zwischenkorper M von L/ K ist die Korpererweiterung L/M galoissch;
dagegen ist M /K galoissch genau dann, wenn ®(M) = Gal(L/M) C G ein Nor-
malteiler ist. In diesem Fall hat man eine kanonische Isomorphie von Gruppen

Gal(L/K)
Gal(M/K) ~ ———~.
al(M/K) = &)
BEMERKUNG 2.2. Die Bedingung im Hauptsatz, dass die Kérpererweiterung galoissch
ist, ist offenbar notwendig. Denn wire L¢ O K, so wiirde K € Z nicht im Bild von ¥
liegen.

Plan: Auf dem Weg zum Beweis des Hauptsatzes werden wir weitere wichtige Er-
gebnisse beweisen. Es werden die Begriffe normale und separable Koérpererweiterung ein-
gefiihrt. Es wird sich dann zeigen:

SaTz 2.3. Sei L/K eine endliche Kdrpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(1) L/K ist galoissch.
(2) |Gal(L/K)| =[L: K].
(3) L/K ist normal und separabel.
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Zwei herausragende Satze werden die Hauptachsen der Beweise des Hauptsatzes und
von Satz bilden:

e Der Satz vom primitiven Element. Jede separable Erweiterung ist einfach.

e Der Satz von Artin. Sei L ein Korper und G eine endliche Gruppe von Auto-
morphismen von L. Dann ist die Erweiterung L/LY normal und separabel mit
Galoisgruppe Gal(L/L%) = G und mit [L : L] = |G].

3. Zerfillungskorper

DEFINITION 3.1 (Zerfiallungskorper). Sei K ein Korper und f € K[T]. Ein Erweite-
rungskorper L von K heifit ein Zeféllungskorper von f iiber K, falls
(1) f zerfallt iiber L in Linearfaktoren, d. h. f = a(T—aq)-...- (T —ay) mit a € K*
und aq,...,a, € L; und
(2) esgilt L = K(a,...,an).

Die zweite Bedingung ist offenbar gleichwertig dazu, dass es in L keinen kleineren
Korper gibt, iiber dem f zerfillt. AuBerdem gilt offenbar [L : K] < co.

BEISPIEL 3.2. Sei f = T% — 2 € Q[T]. Die komplexen Nullstellen von f sind /2,
/2273 /2e*mi/3 | Ein Zerfallungskorper von f iiber Q ist gegeben durch

[ = Q(%, \3/5627”-/3, \3/5647ri/3) — Q(%a GQM/S).

Satz 3.3 (Existenz von Zerfillungskérpern). Sei K ein Korper und f € K[T|. Dann
gibt es einen Zerfdllungskorper L von f iber K.

BEWEIS. 1. Beweis: Uber dem algebraischen Abschluss zerfillt f komplett in Linear-
faktoren, f = a [ (T — a;). Dann ist L = K(aq,...,ay) ein Zerfallungskorper von f
iiber K.

2. Beweis: Man kann den Existenzsatz des algebraischen Abschlusses meiden. Statt-
dessen beweist man per Induktion nach n = grad(f). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei n > 1. Es hat f einen irreduziblen Faktor f; € K|[T]. Nach Satz gibt es einen
Erweiterungskorper L1 = K(aq) von K mit fi(a1) = 0. In Ly[T] gilt dann f = (T — aq)g.
Nach Induktionsvoraussetzung hat g einen Zerfillungskérper L/L;. Dann ist offenbar L
ein Zerfallungskorper von f iiber K. O

SATZ 3.4. Seii: K — K' ein Korperisomorphismus, sei f € K[T]. Sei L ein Zer-
fallungskorper von f dber K, sei L' ein Zerfillungskorper von f' = i*(f) dber K'. Dann
gibt es einen Isomorphismus von Erweiterungen o: L/K — L'/K' mit o) = i. Es gibt
< [L : K] solcher Isomorphismen. Zerfdllt f in L in paarweise verschiedene Nullstellen,
so ist die Anzahl = [L : K].

BEWEIS. Existenz. Induktion nach n = grad(f). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei n > 1. Es gibt einen irreduziblen Faktor f; von f in K[T]. Dann ist f{ = ¢*(f1) ein
irreduzibler Faktor von f’. Sei  eine Nullstelle von f; in L und z’ eine Nullstelle von i*(f1)
in L’. Nach Satz gibt es einen Isomorphismus o1: K(z) — K'(2'), der i fortsetzt
und z auf z’ abbildet. Schreibe f = (T — x)g und f' = (T — 2')g¢’ mit f € K(z)[T] und
f"e K'(z")[T]. Dann gilt f* = i*(f) = o7(f) = o7(T' = x)o7(g) = (T —a")oi(g), also
g = o7(g). Offenbar ist L Zerfillungskorper von g iiber K(x) und L’ Zerfillungskorper
von ¢’ iiber K(z’). Man wendet nun die Induktionsvoraussetzung auf g an.

Anzahl. Auch dies beweist man per Induktion, mit Lemma und Satz indem
man L/K(x) und K(z)/K betrachtet. O

Spezialisiert man auf K = K’ und i = 1k, so erhélt man:

FoLGERUNG 3.5 (Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers). Seien L und L' Zerfillungs-
kérper des Polynoms f tiber K. Dann gibt es einen K-Isomorphismus o: L — L. |
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DEFINITION 3.6. Sei L/K eine Korpererweiterung und f € K[T]. Sei a € L eine
Nullstelle von f. Die Vielfachheit e von a in L ist die natiirliche Zahl e > 1 mit f =
(T —a)° - g, wobei g € L[T] gilt mit g(a) # 0. Die Nullstelle a heisst einfach, falls e = 1
gilt.

UBUNG 3.7. Sei K ein Kérper. Definiere D: K[T] — K[T] durch

n n
Z aiTl — Z iCLiTl_l .
=0 i=1

Schreibe D" = Do Do---0 D (n-mal). Man zeige:

(a) D ist K-linear.

(b) D(fg) = fD(g) + D(f)g fiir alle f, g € K[TY].

(c) Sei 0 # f € KITJ, sei a eine Nullstelle von f. Die Vielfachheit von « ist die
kleinste natiirliche Zahl n > 1 mit D"(f)(a) # 0.

(d) Ein Polynom 0 # f € K|[T] hat in beliebigen Erweiterungskérpern von K nur
einfache Nullstellen genau dann, wenn ggT(f, D(f)) = 1 gilt.

(e) Sei Q C K C L ein Kérper. Sei « € L algebraisch iiber K mit Minimalpolynom
f € K[T]. Dann ist x eine einfache Nullstelle von f.

4. Endliche Korper

Auf dem Weg zum Beweis der Hauptsatzes der Galoistheorie legen wir eine kurze Pau-
se ein und nutzen unsere bisherigen Techniken, um als Anwendung die endlichen Kérper
vollstandig zu beschreiben.

DEFINITION 4.1. Sei K ein Korper. Gibt es keine ganze Zahl n > 1 mit n-1x = 0, so
ist die Charakteristik von K gleich 0, also Char(K) = 0. Gibt es eine solche Zahl n, so ist
die kleinste solche Zahl eine Primzahl p, und diese ist dann die Charakteristik von K. Im
ersten Fall ist der Primkorper II(K), der kleinste in K enthaltene Teilkérper, isomorph
zu Q, im zweiten Fall ist es ein Koérper mit p Elementen. (Vegl. Ubungen.)

Sei K ein Koérper und p = Char(K) eine Primzahl. Die Abbildung p: Z — II(K), n —
n - 1x ist offenbar ein Ringhomomorphismus mit Kern(u) = pZ. Der Homomorphiesatz
fiir Ringe liefert nun:

PROPOSITION 4.2. Sei K ein Korper von Primzahlcharakteristik p. Dann ist der
Primkorper II(K') zum Restklassenkirper By, = Z/pZ isomorph.

Bewers. Es ist Z/pZ = Bild(u) C TI(K) C K. Nach Lemma ist Z/pZ ein
Kérper, also auch Bild(u). Da der Primkérper II(K) der kleinste Teilkorper von K ist,
folgt TI(K) = Bild(p). O

Die folgende Aussage hatten wir schon an fritherer Stelle bewiesen.
SATz 4.3. Sei K ein endlicher Korper. Dann gibt es eine Primzahl p und eine natiirliche
Zahln > 1 mit |[K| = p".

BEWEIS. Die Charakteristik von K ist eine Primzahl p, und es ist n = (K :II(K)] <

oo. D. h. K ist ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper II(K) = F,, hat also
p" Elemente. O

SATZ 4.4. Sei K ein Korper, und G eine endliche Untergruppe der Einheitengruppe
E(K) = (K\{0},). Dann ist G zyklisch.

BEWEIS. G = E(K) ist eine abelsche Gruppe. Sei n = |G|. Dann gilt ™ = 1 fiir jedes
zeG. Seim® min{i > 1| 2* =1 fiir alle z € G}. Es gilt also 2™ = 1 fiir jedes z € G,
d. h. jedes z € G ist Nullstelle des Polynoms 7™ — 1 € II(K)[T]. Man hat also (mind.) n
Nullstellen, andererseits hat es hochsten m Nullstellen. Es folgt m = n.
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Zu zeigen ist noch, dass es ein x € G der Ordnung m gibt: Sei m = pi* ...p¢ die
Primfaktorzerlegung von m (pi,...,p, paarweise verschieden prim, «; > 1). Wegen der
Minimalitat ist m ein Teiler des kgV’s der Ordnungen aller Elemente von G, also gibt es
zu jedem 7 ein g; € G, dessen Ordnung von p;* geteilt wird. Ist k;p* = |g;|, so hat ng die
Ordnung p;*. Das Element g def 9192 - .. gr hat dann die Ordnung p{*...p%" = m, was
ZU zeigen war. O

SaTz 4.5. Sei K ein endlicher Korper mit ¢ = p™ Elementen (p prim). Dann ist K
ein Zerfillungskorper des Polynoms T? — T € Fy[T].

BEWwEIS. Ist © € K, x # 0, also « € E(K), so gilt nach dem kleinen Satz von Fermat
297! =1, damit 27 = 2. Letzteres gilt auch fiir z = 0. Die g verschiedenen Elemente aus K
sind also gerade die Nullstellen 1, ..., x4 des Polynoms T'? — T' € II(K)[T]. Da sicherlich
auch K =1II(K)(x1,...,2q) gilt, ist K der Zerfallungskorper des Polynoms T'7 — T' iiber
TI(K) ~F,. O

SATz 4.6. Sei g = p™ (mit p prim und n >1).

(1) FEs gibt einen Korper K mit ¢ Elementen.
(2) Je zwei Kérper mit ¢ Elementen sind isomorph.

BEWEIS. (1) Sei K Zerfillungskorper des Polynoms f = T9—T € F,[T]. Die Menge N
der Nullstellen von f in K bildet einen Teilkérper von K: Denn sind x, y € K Nullstellen
von f, so gilt wegen p | () fir 1 <i<q—1

q
(x+y>‘I=Z<3> W=ty = oy,

=0

(zy)? = 2% =y,

und ebenso fiir z # 0, (x71)9 = (29)"! = 27!, und (—x)? = —z (unterscheide die Fille
p gerade bzw. ungerade). Also ist N ein Teilkorper von K. Da aber f schon iiber N in
Linearfaktoren zerfillt, gilt N = K. Damit besteht K aus den Nullstellen von f. Nun
ist D(f) = ¢TI ! —1 = —1, und daher ist ggT(f, D(f)) = 1 und es hat f nur einfache
Nullstellen, vgl. Ubung Damit hat f genau ¢ verschiedene Nullstellen, und K ist ein

Korper mit ¢ Elementen.
(2) Folgt aus Satz[4.5lund der Eindeutigkeit des Zerfillungskérpers (genauer Satz[3.4).
O

Ein Korper mit ¢ = p™ Elementen wird auch mit F, bezeichnet.

5. Separabilitit

DEFINITION 5.1. Ein irreduzibles Polynom f € KJ[T] heifit separabel, falls es im
algebraischen Abschluss K (oder in seinem Zerfillungskorper) nur einfache Nullstellen
hat. Dabei heifit eine Nullstelle a € K einfach, falls f = (T — a)g in K[T] und g(a) # 0
gilt. Ein beliebiges Polynom f € KJ[T] heifit separabel, wenn jeder seiner irreduziblen
Faktoren separabel ist.

DEFINITION 5.2. Sei L/K eine Korpererweiterung, sei « € L algebraisch iiber K.
Dann heifit x separabel iiber K, falls das Minimalpolynom von z iiber K separabel ist.
Eine endliche Kérpererweiterung L/K heifit separabel, falls jedes « € L separabel iiber
K ist.

LEMMA 5.3. Sei K ein Korper und f € K[T|] irreduzibel. Genau dann hat f in jedem
Erweiterungskdrper von K nur einfache Nullstellen, wenn D(f) # 0 gilt.
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BewEis. (Vgl. Ubung ) Gilt D(f) # 0, muss wegen grad(D(f)) < grad(f) —1 der
ggT von f und D(f) eine Einheit sein. Nach Ubunghat f in jedem Erweiterungskorper
von K nur einfache Nullstellen. Ist dies umgekehrt der Fall, so ist nach Ubung der
geT von f und D(f) eine Einheit, also muss D(f) # 0 gelten. O

SATZ 5.4. Fine endliche Kérpererweiterung L/K von einem Korper K der Charak-
teristik null ist separabel.

BEWEIS. Sei x € L und f =T" + E?:_()l a;T* das Minimalpolynom von z iiber K.
Dann ist D(f) =n-T" !+ ... # 0. Also ist = separabel iiber K. O

LEMMA 5.5. Sei K C F C L ein Kérperturm. Ist L/K separabel, so sind auch L/F
und F/K separabel.

BeEWwEIs. Sei L/K separabel. Sei € L. Das Minimalpolynom g von z iiber F' ist (in
F[T]) ein Teiler des Minimalpolynoms f von z iiber K. Mit f hat dann aber erst recht g
nur einfache Nullstellen. Trivialerweise ist F'/K separabel. O

SATZ 5.6. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Sei i: K — K ein injektiver
Korperhomomorphismus (in den algebraischen Abschluf von K ). Dann gibt es mindestens
eine und hochstens [L : K| verschiedene Fortsetzungen o: L — K. Es gibt genau [L : K]
Fortsetzungen genau dann, wenn L/K eine separable Erweiterung ist.

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst den separablen Fall. Per Induktion nach n = [L :
K]. Fir n = 1 ist die Aussage klar. Sei n > 1. Sei @ € L, aber a ¢ K. Das Mi-
nimalpolynom f von « iiber K hat in K nur einfache Nullstellen. Ist L = K(«), so
hat f genau n verschiedene Nullstellen und die Aussage folgt aus Lemma Gilt
L # K(a), so sind L/K(a) und K(a)/K nach dem vorherigen Lemma separabel und
jeweils vom Grad < n. Nun hat per Induktionsvoraussetzung (bzw. nach Lemma
i die Fortsetzungen 71, ...,7s: K(a) - K = K(a), wobei s = [K(a) : K]. Jedes 7; hat
nun per Induktionsannahme [L : K («)] viele Fortsetzungen auf L, also gibt es insgesamt
[L: K(a)] - [K(a): K] =[L: K] viele.

Um im allgemeinen Fall < (und > 1) zu bekommen geht man genauso per Induktion
vor. Im nicht-separablen Fall findet man ein Element o € L, a ¢ K, welches nicht sepa-
rabel {iber K ist. Dann hat ¢ nach Lemma < [K(a) : K] viele Fortsetzungen auf
K (a), und daher < [L : K] Fortsetzungen auf L. O

Erinnerung: Fiir eine algebraische Korpererweiterung L/K heisst o € L ein primitives
Element, falls L = K(«a) gilt.

SATZ 5.7 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K eine endliche Kiorpererweiterung.

(1) Es gibt ein o € L mit L = K(a) genau dann, wenn es nur endlich viele Zwi-
schenkdorper von L/K gibt.
(2) Ist L/K separabel, so gibt es ein oo € L mit L = K(a).

BEWEIS. (1) “=” Gelte L = K(«a). Sei F ein Zwischenkorper von L/K. Sei f =
>t oa;T" das Minimalpolynom von « iiber F' und setze E = K(ag,a1,...,a,). Dann
gilt F = E: Denn F DO FE ist klar. Es ist f offenbar irreduzibel auch iiber F, und ist
daher das Minimalpolynom von z iiber E. Es ist L = F(«) und L = E(«), und es folgt
[L: F] = grad(f) = [L : E], und aus dem Gradsatz folgt dann F = E. — Nun ist f ein
Teiler des Minimalpolynoms von « iiber K. Also gibt es fiir E wie oben nur endlich viele
Moglichkeiten.

“<” Es habe L/K nur endlich viele Zwischenkérper. Ist K ein endlicher Kérper, so
auch L, und L/K ist einfach da die Einheitengruppe F(L) zyklisch ist. Also kann man
im folgenden annehmen, dass K unendlich ist. Seien «, § € L. Durchlduft ¢ die unendlich
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vielen Elemente aus K, gibt es nur endlich viele verschiedene Korper K (a + ¢f8). Es gibt
also ¢1, co € K mit ¢ # ¢ und

jal= K(a+c1f) = K(a+ c2f).
Das bedeutet, dass a+c1 8 und a+co im selben Korper F liegen, also auch (¢ —c2)8 € F,
damit § € F, und dann auch a € F. Es folgt K (o, 8) = F = K(a+c18), also wird K («, )
schon von einem Element erzeugt.

Allgemein ist L von der Form K(aq,...,a,). Per Induktion fithrt man dies aber auf
den gerade behandelten Fall zweier Erzeuger zuriick.

(2) Sei nun L/K separabel. Auch hier kénnen wir annehmen, dass K ein unendlicher
Korper ist, und wegen Lemma per Induktion auch annehmen, dass L = K(«, 8) gilt.
Seien 01, ...,0,: L = K die verschiedenen Fortsetzungen von 1k auf L, wobei n = [L: K]
gilt (nach Satz[5.6)). Betrachte das Polynom

f=T1[(oi(@) + a:(B)T — 05(a) — 0,(B)T) € K[T].
1#]
Fir ¢ # j gilt 0y # 0, und da L = K(a, ), folgt o;(c) # oj() oder o;(8) # 0;(5),
also f # 0. Da K unendlich ist, gibt es ein ¢ € K mit f(c) # 0. Also sind die Elemente

oi(a 4 ¢B) verschieden (i = 1,...,n), und Nullstellen des Minimalpolynoms von « + ¢f8
iiber K. Also gilt n < [K(a+¢f) : K] < [L: K] =n, also folgt L = K(a + ¢f3). O

SaTz 5.8 (Transitivitit separabler Erweiterungen). Sei K C F C L ein Kdrperturm
mit [L : K] < c0. Sind L/F und F/K separabel, so ist auch L/K separabel.

BEWEIS. Folgt mit dem Gradsatz aus Satz O

6. Normalitit

DEFINITION 6.1. Eine endliche Korpererweiterung L/K heifit normal, falls fiir jedes
(normierte) irreduzible Polynom f € K[T] gilt: Hat f eine Nullstelle « € L, so zerfiillt f
itber L in Linearfaktoren.

SATZ 6.2. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Die folgenden Aussagen sind
daquivalent:

(1) L/K ist normal.
(2) L/K ist Zerfillungskorper eines Polynoms in K|[T].

BEWEIS. (1)=-(2) Sei L/K normal. Schreibe L = K(ay,...,qa,). Fir jedes i =
1,...,nsei f; das Minimalpolynom von «; iiber K. Sei f = f1... f,. Jedes f; ist irreduzi-
bel und zerfiillt iiber L in Linearfaktoren, da L/K normal. Da L von den Nullstellen von
f iiber K erzeugt wird, ist L ein Zerfallungskorper von f iiber K.

(2)=(1) Es sei L Zerfallungskorper eines Polynoms f € KI[T)]. Sei g € K[T] irredu-
zibel, ohne Einschréinkung normiert. Es habe g eine Nullstelle « € L. Sei M O L ein
Zerfallungskorper von fg iiber K. Sei § eine weitere Nullstelle von g in M. Sei v = « oder
v = (. Dann gilt

[L(y) : L) - [L: K] = [Ly) : K] = [L(7) : K(9)] - [K(7) = K.
Nun sind K(a) und K(8) nach Satz K-isomorph. Auflerdem ist L(y) offenbar ein
Zerfallungskérper von f iiber K (7). Daher gibt es nach Satz [3.4] einen Isomorphismus von
L(a) nach L(f), der obigen K-Isomorphismus fortsetzt. Man bekommt [L(«) : K(«a)] =
[L(B) : K(B)], was zusammen [L(a) : K] = [L(8) : K] und schliefllich durch Kiirzen
[L(o) : L] = [L(B) : L] ergibt. Da « € L, folgt 1 = [L(«) : L] = [L(B) : L], was aber § € L
bedeutet. Also liegen alle Nullstellen von g in L. O

FOLGERUNG 6.3. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Die folgenden Aussagen
stnd dquivalent:
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(1) L/K ist normal und separabel.
(2) L ist Zerfillungskérper eines separablen Polynoms in K[T).

BEWEIS. (1)=-(2) ergibt sich sofort aus dem vorherigen Satz und aus der Definition
eines separablen Polynoms.

(2)=(1) Sei L = K(o,-..,q,) Zerfillungskorper eines separablen Polynoms in f €
K|[T], wobei die «; die Nullstellen von f in L sind. Nach dem vorherigen Satz ist L/K
normal. Jedes «; ist Nullstelle eines irreduziblen Faktors f; von f. Da f; separabel iiber
K ist, folgt dass jedes «; separabel iiber K ist. Per Induktion und der Transitivitat der
Separabilitidt geniigt es zu zeigen, dass K («)/K separabel ist, wenn das Minimalpolynom
von « iiber K separabel ist. Dies folgt aber aus Lemma [V]8:6] und Satz O

SATZ 6.4. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Aquivalent sind:

(1) L/K ist normal.
(2) Ist F/L eine Korpererweiterung und o: F — F ein K-Automorphismus, so gilt
o(L) C L.

BEWEIS. (1)=(2) Sei L/K normal, F/L eine Kérpererweiterung und o € Gal(F/K).
Sei € L. Das Minimapolynom f von « iiber K zerfillt iiber L in Linearfaktoren. Da
B = o(«) auch eine Nullstelle von f ist, folgt o(a) € L.

(2)=(1) Sei g € K|[T] irreduzibel, und es habe g eine Nullstelle @ in L. Ohne Ein-

schrinkung sei g normiert. Es ist L von der Form L = K(z1,...,z,). Dabei kann man
annehmen, dass 1 = « gilt. Fir jedes ¢ = 1,...,n sei f; das Minimalpolynom von x;
itber K; also fi = g¢. Setze f = f1-...- fn. Sei F' O L Zerfillungskorper von f iiber K.

Sei 8 € F eine weitere Nullstelle von g. Nach Satz[V][7-2]gibt es einen K-Isomorphismus
i: K(a) = K(f8) mit i(a) = 8. Da offenbar F' auch Zerfillungskorper von f iiber K(«)
und iiber K () ist, gibt es nach Satz einen (K-) Automorphismus o: F' — F, der i
fortsetzt. Nach Voraussetzung gilt dann (L) C L. Es folgt § = i(a) = o(r) € L, d. h.
alle Nullstellen von g liegen schon in L. O

7. Der Satz von Artin

LEMMA 7.1. Sei L/ K eine algebraische Kdrpererweiterung, und es gebe eine natiirliche
Zahln > 1, so dass jedes Element o von L separabel und vom Grad < n diber K ist. Dann
gilt [L : K] < n.

BEWEIS. Sei a € L so dass m = [K(«) : K] maximal ist. Es gilt m < n. Behauptung:
Es gilt L = K(a). Andernfalls gibt es ein 8 € L mit § ¢ K(«). Dann ist K(a,f3)
eine endliche Kérpererweiterung, die (trivialerweise) separabel ist. Nach dem Satz vom
primitiven Element gibt es ein v € L mit K(a,8) = K(v). Es ist aber [K(y) : K] =
[K(a,B) : K(a)] - [K(a) : K] > m, Widerspruch. O

SaTz 7.2 (E. Artin). Sei L ein Korper und G eine endliche Gruppe von Automorphis-
men von L, der Ordnung n. Sei K = LY der Fizkorper. Dann ist L/K eine normale und
separable Korpererweiterung vom Grad [L : K] = n und mit Galoisgruppe Gal(L/K) = G.

BEWEIS. Seia € L.Seioy,...,0, € G ein maximales System, so dass o1 («), ..., 0. (a)
verschieden sind. Sei

f= H(T —o;(@)) € LIT).

Sei o € G. Dann permutiert o die Elemente o1(a),...,0.(a), und daher gilt o*(f) = f.
Die Koeffizienten von f bleiben also fix unter allen ¢ € G, und daher liegen die Koeffizi-
enten in K = L%, d. h. f € K[T). Ferner gilt f(«) = 0. Da f nur einfache Nullstellen hat,
folgt, dass « separabel iiber K ist. Ferner ist [K(«a) : K] < r < n. Mit dem vorherigen
Lemma folgt [L : K] < n.
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Ist @ € L Nullstelle eines irreduziblen Polynoms g € K|[T], so ist dieses (bis auf
Normierung) das Minimalpolynom von « iiber K und daher ein Teiler von obigem Polynom
f, und zerfillt daher in L[T] (wie f) komplett in Linearfaktoren. Daher ist L/K auch
normal.

Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein v € L mit L = K («).

Es gilt G C Gal(L/K): Denn jedes o € G fixiert jedes z € K = LY. Es ist | Gal(L/K)|
nach Folgerung die Anzahl der verschiedenen Nullstellen des Minimalpolynoms g von
a tiber K, also mit obigen Bezeichnungen < r < n = |G|. Es folgt G = Gal(L/K).

Aus Folgerung[1.4]folgt auBerdem n = | Gal(L/K)| < [L : K]. Damit ist alles bewiesen.

O

FOLGERUNG 7.3. Sei L/K eine endliche Kdrpererweiterung. Dann gilt | Gal(L/K)| <
[L: K]. (Genauer ist | Gal(L/K)| ein Teiler von [L : K|.) Es gilt Gleichheit genau dann,
wenn L/K eine Galoiserweiterung ist.

BEWEIS. Sei G = Gal(L/K) und LY der Fixkorper. Zuniichst ist festzuhalten, dass G
endlich ist. Denn sei 7: L — K ein festgewihlter injektiver Kérperhomomorphismus, der
1k fortsetzt (existiert!). Sind o, o/ € G mit o # ¢’, so sind 700 # 70 ¢’ ebenso Fortset-
zungen von 1x. Nach Satz gibt es aber hochstens [L : K] viele solcher Fortsetzungen,
insbesondere ist |G| < [L : K] endlich.

Nach dem vorherigen Satz und dem Gradsatz ist |G| = [L : L%] | [L : K]. Wiederum
mit dem Gradsatz folgt

IG|=[L:K] & [L:K]=1 & L° =K & L/K galoissch.
O

FOLGERUNG 7.4. Sei L/K eine Galoiserweiterung. Dann ist L/ K separabel und nor-
mal.

Bewers. Fir G = Gal(L/K) gilt LY = K, und die Behauptung folgt unmittelbar
aus dem Satz von Artin. O

8. Charakterisierung von Galoiserweiterungen

SaTz 8.1. Sei L/K eine endliche Kirpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(1) L/K ist galoissch.
(2) L/K ist normal und separabel.
(3) Es gilt |Gal(L/K)| =[L : K].

BEWwEISs. Folgerung zeigt die Aquivalenz von (1) und (3). Es fehlt nur noch der
Beweis von (2)=(3). Ist L/K separabel und vom Grad n, so ist nach dem Satz vom
primitiven Element L = K(«) einfach. Sei f das Minimalpolynom von « iiber K. Dann
hat wegen der Normalitdt und der Separabilitit f genau n verschiedene Nullstellen in L,

und | Gal(L/K)| = n folgt aus Folgerung |1.4] O

FOLGERUNG 8.2. Sei L/K galoissch und M ein Zwischenkérper. Dann ist L/M ga-
loissch.

BeEweEIs. Esist L/K normal und separabel. Dann ist L/M nach Lemma separabel,
und offenbar ist L als Zerfallungskorper eines Polynoms f iiber K auch Zerfallungskorper
von f iiber M, also ist L/M auch normal. ]

FOLGERUNG 8.3. Jede Galoiserweiterung ist einfach algebraisch.

BEwEIs. Da Galoiserweiterungen insbesondere separabel sind, folgt die Aussage aus

dem Satz vom primitiven Element.
|
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9. Der Hauptsatz der Galoistheorie (Beweis)

LEMMA 9.1. Sei L/K eine Korpererweiterung und M ein Zwischenkdrper. Ist o €
Gal(L/K), so ist
Gal(L/o(M)) = o Gal(L/M)o~".

Bewels. Ubung. O

SATZ 9.2 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L/K eine Galoiserweiterung vom Grad
n = [L: K| und mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Dann gilt:
(1) FEsist |G| =n.
(2) Die Abbildungen

®: Z U, M — Gal(L/M)

und
U:-U—Z U~—LY

sind ordnungs-umkehrend und zueinander invers.

(3) Fiir jeden Zwischenkorper M von L/ K ist die Korpererweiterung L/M galoissch;
dagegen ist M/ K galoissch genau dann, wenn ®(M) = Gal(L/M) C G ein Nor-
malteiler ist. In diesem Fall hat man eine kanonische Isomorphie von Gruppen

_ Gal(L/K)

Gal(M/K) ~ Gal(L/M)’

BEWEIS. (1) Folgt aus Satz

(2) Sei M ein Zwischenkérper, also M € Z. Es ist L/M galoissch nach Folgerung (8.2
Mit U = Gal(L/M) € U folgt also LY = M. Mit anderen Worten, es gilt ¥®(M) = M,
alsoVod =1z.

Sei umgekehrt U eine Untergruppe von G. Dann gilt nach dem Satz von Artin
Gal(L/LY) = U, mit anderen Worten ®¥(U) = U. Damit gilt auch ® o ¥ = 1,.

(3) Der erste Teil wurde schon gezeigt. Sei M/K galoissch (iquivalent: normal). Sei
o € G. Nach Satz gilt dann o (M) = M, also o)y, € Gal(M/K). Wegen

Gal(L/o(M)) = o Gal(L/M)o*

folgt, dass Gal(L/M) ein Normalteiler in G ist.

Ist umgekehrt Gal(L/M) ein Normalteiler in G, so folgt aus dieser Formel Gal(L/o(M))
Gal(L/M), also ®(c(M)) = &(M) fiir jedes 0 € G. Aus Teil (2) folgt o(M) = M fiir jedes
o € G, also ist M/K normal (also galoissch) nach Satz

Sind diese Bedingungen nun erfiillt, so ist o +— o}5; ein Gruppenhomomorphismus
p: G=Gal(L/K) — Gal(M/K). Dessen Kern ist offenbar gerade durch Gal(L/M) gege-
ben. Ferner ist p surjektiv aufgrund der Liftungseigenschaft von Zerféallungskérpern. Es in-
duziert p nach dem Homomorphiesatz also einen Isomorphismus Gal(L/K)/ Gal(L/M) =
Gal(M/K). O

10. Ein Beispiel

BEISPIEL 10.1. Wir betrachten die Korpererweiterung L = Q(i, v/2) iiber K = Q.

(1) Offenbar ist L der Zerfillungskorper des separablen Polynoms f = 7% — 2 iiber
Q, denn die komplexen Nullstellen von f sind o = v/2, i, —cr, —icx, und es ist L =
Q(ayia, —a, —ia). Daher ist L/ K galoissch.

(2) Es gilt [Q(a) : Q] = 4, denn T* — 2 ist nach Eisenstein das Minimalpolynom von
a iiber Q. Es ist Q(a) C R, also i ¢ Q(«). Andererseits ist ¢ Nullstelle des Polynoms
T? +1 € Q()[T], und daher gilt [Q(a, i) : Q(a)] = 2. Es folgt daher

IL: K] = [Qai) : Q)] - [Qa) : Q] = 2-4=&.
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(3) Betrachte die Zwischenkorper Q(a) und Q(i). Uber diesen ist L jeweils einfach,
erzeugt von i bzw. von o mit Minimalpolynomen 72 + 1 iiber Q(«) bzw. T* — 2 iiber Q(3).
Nach Satz gibt es einen Q(7)-Automorphismus o von L mit o(a) = i und einen
Q(a)-Automorphismus 7 von L mit 7(i) = —i. Insbesondere sind dies K-Automorphismen,
also o, 7 € Gal(L/K).

Automorphismus Wirkung auf & Wirkung auf 4

1 a 7

o Q )
o? —a )
o3 —ix )
T « —1
oT Q —1
o?r —a —1
o3T —ix —1

Da dies 8 verschiedene K-Automorphismen sind, sind dies auch schon alle Elemente
von G = Gal(L/K). Die abstrakte Beschreibung von G ist

G=(o,7|c*=1=7% 10 =0>7).

Dies ergibt also die Diedergruppe D4 vom Grad 4, vgl. [[T[4]
(4) Wir erhalten den folgenden Untergruppenverband von G:

8 G

(5) Wir berechnen die Fixkérper der Untergruppen. Es ist L& = Q und L = L.
Schreibe jedes z € L in der Form
T =29 +x100 + zoa? + acgozg + 247 + x50 + argion + x7ioz3

mit rationalen Koeffizienten.
Es ist

LT = {zeL|o?(z) =z =r1(z)}
= {zel|zy=23=1a5=127=0, x4 = 6 =0}
= {z=u1x0+12V2}
= Q(v2).
Ebenso
L9 = {zell|olz)=ux}
{zeLl|zy=25=0,20=0=u2a, x3 = —z7y =0}

= {x =z + x4i}

= Q).
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Ferner

Lfe%em {(reLl|c*(z)=a=0or(z)}
{rel|zy=a3=a5=a7=0, 20 =24 =0}
= {z =z +z6V2}
= Q(iV2).
Es sind noch die Fixkorper der Unterguppen der Ordnung 2 zu berechnen. Wir de-
monstrieren dies nur am folgenden Beispiel:

L = {reLl|or(z)=uxa}
{r el |z =5 20=0=1ux4, 23 = —27,}
{z =20+ 21(1 + i)+ zgia® + x3(1 — i)}
{z =20+ z1(1 +i)a+26/2((1 +i)a)? — 23/2((1 +i)a)®}
= Q((1+19)a).
Analog ergibt sich L{* = Q(i,v?2), L = Q(a), L") = Q(ia) und L’ =

Q((1 —i)a).
(6) Der Hauptsatz der Galoistheorie liefert daher den Zwischenkorperverband:

4 Qi) Q(a) Q(i, v2) Q((1 +i)er) Q((1 —i)er)

NS T

2 Q(V2) Qi) Q(iv2)

~7

1 Q

(7) Da (auBer G und {1}) gerade die Untergruppen (o2, 7), (0}, (02, o7) (vom Index
2) und (0?) Normalteiler von G sind, folgt aus dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass
von den Zwischenkérpern (auer Q und L selbst) genau die Zwischenkorper Q(v/2), Q(7),
Q(iv/2) und Q(i,/2) normal (siquivalent: galoissch) iiber Q sind.







KAPITEL VII

Auflésung algebraischer Gleichungen

Lernziele:

o Auflosbarkeit von (Polynom-) Gleichungen durch Radikale definieren kénnen.

o Charakterisierung der Auflosbarkeit als Anwendung des Hauptsatzes der Galois-
theorie.

e Prinzipiell ein nicht-auflosbares Beispiel kennen und erldutern kénnen.

Wir nehmen im folgenden der Finfachheit halber an, dass alle vorkommenden Kérper die
Charakteristik 0 haben. Insbesondere ist dann jedes tiber K algebraische Element separabel.

1. Die Polynome 7" —a

DEFINITION 1.1. Eine Korpererweiterung L/K heifit einfache Radikalerweiterung,
falls es ein a € L gibt mit L = K (a) und mit a* € K fiir eine natiirliche Zahl k > 1.

Gilt hierbei ¥ = b € K, so schreibt man auch a = v/b und L = K (/b). Es bezeichnet
also v/b eine Nullstelle von T* — b.

1.2. Sei K ein Korper, sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Ein { € K heifit n-te Ein-
heitswurzel, falls (" = 1 gilt. Die Menge der n-ten Einheitswurzeln in K bilden eine
Gruppe p,(K), eine Untergruppe der Einheitengruppe E(K). Da jede n-te Einheitswur-
zel in K Nullstelle des Polynoms T" —1 € K [T ist, hat p,, (K) endliche Ordnung < n. Aus
Satz folgt, dass p,(K) eine zyklische Gruppe ist. Ist ¢ € p,(K) von der Ordnung
n, so heifit ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel.

Mit E,,(K) bezeichnen wir einen Zerfillungskoérper des Polynoms 7™ — 1 tiber K.
Er wird von den (primitiven) n-ten Einheitswurzeln erzeugt, und E, (K) = K({) mit ¢
primitive n-te Einheitswurzel. Man nennt E,, (K) auch den n-ten Kreisteilungskorper iiber
K.

SATZ 1.3. Sei K ein Kéorper der Charakteristik 0, und K enthalte eine primitive n-te
FEinheitswurzel C.

(1) Jede Kérpererweiterung der Form K({/a)/K mit a € K ist eine Galoiserweite-
rung mit zyklischer Galoisgruppe, deren Ordnung n teilt.

(2) Ist L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe und n =
[L: K], soist L Zerfillungskirper eines Polynoms T™ — a fir ein a € K.

BEWEIS. (1) Sei a # 0. Ist y eine Nullstelle von T™ — a, so sind alle Nullstellen von
T" —a von der Form y(* fiir eine ganze Zahl k, also ist K (y) = K({/a) Zerfillungskorper
des Polynoms T™ —a, also K ({/a)/K galoissch. Jedes o € Gal(K (y)/K) ist durch das Bild
o(y) = y¢*, also durch k mod n eindeutig bestimmt. Man bekommt damit einen injektiven
Gruppenhomomorphismus Gal(K(y)/K) — Z/nZ.

67
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(2) Sei o ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G. Zu jedem y € L betrachten
wir die sogenannte Lagrangsche Resolvente

n—1

R(Gy) =) ('o'(y).

=0

Behauptung: Es gibt ein y € L mit R({,y) # 0.
Nehmen wir das zunéchst an. Wegen ¢ € K gilt 0(¢) = ¢. Da auflerdem o™ = 1, gilt,
folgt

o(RC ) = 3 Coti(y) = 13 Cotly) = CUR(Gy).
i=0 =1

Es ergibt sich

o' (R(C.y)) = (T'R(¢,y)
firi =1,...,n. Ist nun 7 = o' ein K-Automorphismus von L, der R((,y) festliisst, so folgt
wegen R((,y) # 0, dass 7 = 1, gelten muss. Es ist also U def Gal(L/K(R((,y))) = {1}.
Aus dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt K(R(C, y)) =LV = L1} = L. Ferner ist

o(RCw)") = (7(RGw))" = R H)" = RGw)",

also R(¢,y)" € LY = K. Dies bedeutet aber, dass R(C,y) = § (R(C,y))n ein Radikal
iiber K ist. —

Es bleibt obige Behauptung zu beweisen. Es geniigt zu zeigen: Sind aq,...,a,—1 € L
und gilt

n—1
Z aio'(y) =0
i=0

fiir alle y € L, so gilt ap = a; = -+ = a,—1 = 0. Angenommen, dies ist falsch. Dann sei s
die kleinste ganze Zahl, so dass

Z a;o'(y) =0
i=0

fiir alle y gilt mit ag, . .., as und mit a5 # 0. Es gilt offenbar 0 < s < n. Es kénnen offenbar
nicht alle Koeffizienten a; mit 0 < i < s verschwinden. Es sei 0 < t < s die grofite ganze
Zahl mit a; # 0. Wihle ein z € L mit o'(z) # 0°(z). Dann gilt

Zaiai(z)ai(y) = Z aio'(zy) =0
i=0 i=0
und
> aio®(2)o'(y) = 0.
i=0

Subtraktion ergibt: Fiir jedes y € L gilt

a; (Ji(z) — 03(2))01‘@) =0.
i=0

Wegen a;(0'(z) — 0°(z)) # 0 ist dies ein Widerspruch zu Minimalitét von s. O
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2. Auflésbarkeit von Gleichungen

DEFINITION 2.1. Sei K ein Korper und f € K[T] ein separables Polynom. (Im Fall
Char(K) = 0 ist die Separabilitiit automatisch.) Sei L ein Zerféllungskorper von f iiber

K. Esist L/K eine Galoiserweiterung. Sei Gal(f/K) = Gal(L/K), die Galoisgruppe von
f tber K.

Wegen der Eindeutigkeit eines Zerfillungskorpers bis auf K-Isomorphie, ist die Ga-
loisgruppe Gal(f/K) (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.

DEFINITION 2.2. Eine Korpererweiterung L/K heifft Radikalerweiterung, falls es
einen Korperturm

K=KiCK CK,C---CK, 1CK,=1L
gibt, so dass K;/K;_1 eine einfache Radikalerweiterung ist fiir jedes i = 1,...,n

DEFINITION 2.3. Sei f € K[T]. Die Gleichung f(x) = 0 heifit auflgsbar (durch Radi-
kale; iiber K), falls der Zerfallungskorper von f iiber K in einer Radikalerweiterung von
K liegt.

BEISPIELE 2.4. (1) Sei f = T? + aT + b € K[T]. Die Nullstellen lassen sich in einem
Zerfallungskorper L iiber K beschreiben als ¢ = —a/2 + y/a?/4 —b. Es ist also L =
K (y/a?/4 —b) (es wird nur Char(K) # 2 bendtigt), und dies ist eine Radikalerweiterung.
Es ist also die Gleichung f(x) = 0 auflosbar. (Die Normierung stellt keine Einschrankung
dar.

)(2) (Cardanische Formeln; Cardano 1545, Tartaglia 1515, del Ferro um 1500) Sei
f=T%+aT?+bT +c € Q[T]. Durch Substitution T' = T — & bekommt man ein Polynom

f=T*+pT+q

mit rationalen Koeffizienten. Es geniigt, die Nullstellen fiir solch ein Polynom zu be-
stimmen. Die 3 Nullstellen z, y und z dieses Polynoms sind gegeben durch z = a + b,
y = e2a +¢eb, z = ea + b, wobei

/ 1
a\/+ :—— und ef—§+72\[

Man sieht, dass der Zerfillungskorper L = Q(z, y, z) von f in einer Radikalerweiterung
liegt:

Q c Q(a1) € Q(a1,a2) C Q(ay, az,as)

\/ \/**Jral, az =

und es gilt L C Q(aq, az, CLg).
(3) Auch fiir Polynome f vom Grad 4 iiber Q gibt es Formeln, die zeigen, dass die
Gleichung f(x) = 0 durch Radikale auflésbar ist. (Ferrari 1540.)

mit

Es wird sich zeigen, dass dies allgemein fiir Polynome vom Grad > 5 (iiber Q) nicht
mehr richtig ist. Dies geht auf Abel (1824) zuriick (auch Ruffini). Um dieses Problem dem
Hauptsatz der Galoistheorie zuginglich zu machen, bendtigen wir die folgende Aussage.

SATZ 2.5. Es gelte Char(K) = 0. Jede Radikalerweiterung L/K st in einer galois-
schen Radikalerweiterung N/K enthalten.

Bewels. Induktion nach n = [L : K]. Fiir n = 1 ist die Aussage offenbar richtig.
Sei nun n > 2. Nach Definition einer Radikalerweiterung gibt es einen Zwischenkérper L'
von L/K, so dass L' /K eine Radikalerweiterung ist und mit L = L'(z) mit z € L und
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x® =y € L firein s > 2, und [L : L'] > 2. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine
normale Radikalerweiterung N'/K mit L’ C N’. Sei N Zerfillungskérper des Polynoms

9= I @ -0oy)

oc€Gal(N'/K)

iitber N’. Man kann das so einrichten, dass x € N gilt, da z Nullstelle von g ist. Da
N'/K galoissch ist, gilt g € K[T]. Aulerdem ist N’ Zerfillungskorper eines Polynoms f
iiber K. Es folgt, dass N Zerfillungskorper von fg iiber K ist. Damit ist N/K normal.
AuBerdem gilt L = L'(x) C N'(z) C N. Offensichtlich ist N/N’ eine Radikalerweiterung
(es werden sukzessive nur s-te Wurzeln von Elementen aus N’ hinzuadjungiert). Da N’/ K
eine Radikalerweiterung ist, ergibt sich dies auch fiir N/K. (|

SATZ 2.6 (Auflosbarkeitskriterium). Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Sei f €
K[T). Genau dann ist die Gleichung f(x) = 0 auflosbar, wenn die Gruppe Gal(f/K)
auflosbar ist.

BEWEIS. (1) Sei zunichst die Gleichung f(z) = 0 auflésbar. Sei M Zerfiallungskorper
von f iiber K. Dieser ist in einer galoisschen Radikalerweiterung L/K enthalten. Da
M/K als Zerfallungskorper normal ist, hat man nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
eine Isomorphie von Gruppen Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/M). Es gibt also einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus 7: Gal(L/K) — Gal(M/K). Es geniigt daher nach
Lemma [[TN[7.2] zu zeigen, dass Gal(L/K) auflésbar ist.

Es gibt einen Kérperturm

K=LyCLi1C---CL,1CLy=1L

mit L; = L;_1(a;) und a]* € L;_ fiir eine natiirliche Zahl n; > 2 (i = 1,...,s). Sei
n =ninz...ns. Definiere K' = E,(K), L, = E,(L;) (i=1,...,n), L' = E,(L). Offenbar
kann man dabei L, _; C L} annehmen. Man erhélt einen Korperturm

K’=L6£L’1£-~-£L;_1QL;=L’.

Hierbei ist jedes L/L}_, eine einfache Radikalerweiterung. Ist L Zerfillungskorper eines
Polynoms ¢ iiber K, so ist L’ Zerfillungskorper von g - (T" — 1) iiber K, also ist L'/K
galoissch. Da auch L/K galoissch ist, gilt nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass
Gal(L'/L) ein Normalteiler in Gal(L'/K) ist und

Gal(L/K) ~ Gal(L'/K)/ Gal(L'/L)

ist als homomorphes Bild von Gal(L’'/K) auflésbar, wenn gezeigt wird, dass Gal(L'/K)
auflosbar ist.

Es ist Gal(K'/K) isomorph zu einer Untergruppe von E(Z/nZ): denn ist ( € K’
eine feste primitive n-te Einheitswurzel, so sei ¢: Gal(E,(Q)/Q) — E(Z/nZ), o — [k] =
kmodn, wobei 1 < k < n gilt mit o(¢) = ¢¥; da o(¢) wieder primitiv ist, gilt, dass k
teilerfremd zu n ist, also ist [n] eine Einheit in Z/nZ; es ist leicht zu zeigen, dass ¢ einen
injektiven Gruppenhomomorphismus definiert. — Also ist Gal(K’/K) abelsch und damit
auflosbar. Ebenso folgt aus dem Hauptsatz

Gal(K'/K) ~ Gal(L'/K)/ Gal(L'/K"),

und daher geniigt zu zeigen, dass Gal(L'/K') auflosbar ist.

Wir beweisen dies durch Induktion nach s. Der Vorteil ist nun, dass durch das Vorhan-
densein der n-ten (und daher auch der n;-ten) Einheitswurzeln die Erweiterungen L /L, _,
galoissch sind mit zyklischen Galoisgruppen nach Satz insbesondere sind sie abelsch.
Der Fall s = 0 ist trivial. Sei also s > 1. Es ist L] /K’ galoissch, also nach dem Hauptsatz
Gal(L'/L}) Normalteiler in Gal(L'/K") mit

Gal(L,/K') ~ Gal(L'/K')/ Gal(L'/L}).
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Nun ist Gal(L}/K') als abelsche Gruppe auflésbar, und Gal(L'/L}) ist aufldsbar nach
Induktionsvoraussetzung. Also ist nach Lemma [[II|[7.2] auch Gal(L'/K’) auflssbar.

(2) Sei L Zerféllungskorper von f tiber K. Sei Gal(L/K) auflosbar. Seien py,...,p,
die Primteiler von [L : K|, und setze n = py...p,. Setze K’ = F,,(K) und L' = E,, (L),
wobei L’ als Erweiterungskorper von K’ aufgefasst werden kann. Als Zerfillungskorper
des Polynoms f - (T™ — 1) iiber K ist L’ iiber K galoissch. Zu zeigen geniigt, dass L'/ K
eine Radikalerweiterung ist.

Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus Gal(L'/K') — Gal(L/K), o —
0| Denn L/K ist normal, also gilt o(L) = L fiir jedes o € Gal(L’/K") nach Satz
Ist o), die Identitét, so wird jedes Element aus L U K” fest gehalten. Es ist aber offenbar
L' = L(K'), also ist 0 = 1. Dies zeigt die Injektivitit.

Es ist also mit Gal(L/K) auch die Untergruppe (bis auf Isomorphie) Gal(L’'/K")
auflosbar. Zu zeigen geniigt, dass L'/ K’ eine Radikalerweiterung ist. Da K'/K eine Ra-
dikalerweiterung ist, folgt dies dann auch fiir L'/ K.

Wir zeigen nun, dass L'/ K’ eine Radikalerweiterung ist. Da G = Gal(L'/K") auflosbar
ist, gibt es nach Lemma eine Kette von Untergruppen

{1}:UOCU1C...CUt_1CUt:G,

so dass Uj_1 ein Normalteiler in U; ist und die Faktorgruppe U;/U;_1 zyklisch von
Primzahlordnung ¢; (j = 1,...,t). Dabei ist ¢; ein Teiler von [L’ : K'], also auch von
[L : K] = n. Es ist also ¢; = p; fiir ein 7. Also enthélt K’ alle g;-ten Einheitswur-
zeln. Ubergang zu den Fixkorpern liefert nach dem Hauptsatz der Galoistheorie einen
Koérperturm
K'=K,CK/ ,C...CKi{CKj=1L"

Dabei ist jede Erweiterung K_, /K galoissch (denn Gal(L'/K}_;) = U;_1 ist Normal-
teiler in U; = Gal(L'/K7)) mit zyklischer Galoisgruppe

Gal(Kéfl/K;) ~ Uj/Ujfl
von Primzahlordnung ¢;. Aus Satz (2) folgt, dass K,;_1 = Kj(a;) fiir ein a; € K;_4
und af’ € Kj. Also ist L' /K" eine Radikalerweiterung. O

3. Nichtauflésbare Gleichungen

3.1. Sei f € K|[T| separabel. Seien ay,...,a, die verschiedenen Nullstellen von f in
einem Zerfillungskorper L. Fiir jedes o € Gal(f/K) gilt o({a1,...,am}) = {a1,...,am},
d. h. o ist eine Permutation der Elemente a1, ..., a,,. Offenbar lasst nur o = 1, alle a; fest.

Man erhilt damit einen injektiven Gruppenhomomorphismus Gal(f/K) — S(X) = S,
in die symmetrische Gruppe der Menge X = {ay,...,am}.

Ist f € K[T)] irreduzibel, ohne Einschrinkung normiert, so operiert Gal(f/K) transitiv
auf der Menge X, d. h. sind a;, a; € X, so gibt es ein o € Gal(f/K) mit o(a;) = a;. Denn
es ist f das Minimalpolynom sowohl von a; als auch von a;, und die Aussage ergibt sich

aus Satz [VI[7.2 und Satz [V1I3.4]

Zunichst das “positive” Ergebnis:

BEMERKUNG 3.2. Sei K ein Kérper der Charakeristik 0 und f € K[T] ein Polynom
vom Grad < 4. Dann ist die Gleichung f(z) = 0 auflésbar. Denn G = Gal(f/K) ist zu
einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,, mit n < 4 isomorph. Die S, fir n < 4
sind auflésbar. Es ist etwa

{e} CVyC AL C Sy
eine Kette von Untergruppen mit sukzessiven Normalteilern, so dass die entsprechenden

Faktorgruppen abelsch sind. Hier bei ist V; die Gruppe, die erzeugt wird von den Trans-
positionen (1 2) und (3 4).

Ziel des Abschnitts ist der folgende Satz, den wir weiter unten beweisen werden.
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SATZ 3.3. Sei p eine Primzahl und f € Q[T irreduzibel und vom Grad p. Es habe f
genau zwei nicht-relle Nullstellen. Dann ist Gal(f/Q) ~ S,. Fiir p > 5 ist insbesondere
die Gleichung f(x) = 0 nicht auflésbar.

FOLGERUNG 3.4. Sei f = T° —6T +3 € Q[T]. Dann ist die Gleichung f(z) = 0 nicht
auflésbar.

BEWEIS. Das Polynom ist irreduzibel nach Eisenstein. Nach Aufgabe 8 von Ubungs-
blatt 12 hat f genau zwei nicht-reelle Nullstellen. ]

LEMMA 3.5. Die symmetrische Gruppe S,, (n > 2) wird von der Transposition 7 =
(1 2) und dem n-Zykel c = (1 2 ... n) erzeugt.

BEWEIS. Sei G die Untergruppe von S,,, die von ¢ und 7 erzeugt wird. Dann enthélt
G auch
oro ' =(23), o?r072=(34), ...,
also alle Transpositionen der Form (7 ¢+1). Aber dann enthilt G auch die Transpositionen
(12)(23)(12)=(13), (13)34)(13)=(14),

also alle Transpositionen der Form (1 ¢). Aber dann enthélt G auch eine beliebige Transpo-
sition (¢ j) = (1 ¢)(1 j)(1 ¢). Da jede Permutation in S, ein Produkt von Transpositionen
ist, folgt G = 5,,. ]

BEWEIS VON SATZ [3.3l Wegen Charakteristik 0 hat f genau p verschiedene Nullstel-
len x1, x2, ..., x, im Zerfallungskérper L C C. Es ist [Q(z1) : Q] = p. Die Ordnung der
Gruppe G = Gal(f/Q) ist also ein Vielfaches von p. Wie oben beschrieben kann man G
als Untergruppe von S, auffassen. Nach dem Satz von Cauchy hat G ein Element o der
Ordnung p. Die einzigen Elemente der Ordnung p in S, sind p-Zykel. Sind etwa z; und z;
die nicht-reellen Nullstellen, so gilt x5 = 7. Da L/Q normal, induziert komplexe Konju-
gation einen Q-Automorphismus 7: L — L, also ein Element der Ordnung 2, welches der
Transposition 7 = (1 2) entspricht. Nach evtl. Potenzierung von ¢ und Umnummerierung
der reellen Nullstellen z3, ..., z, kann man annehmen, dass o der p-Zykel o = (12 ... p)
ist. Nach dem vorherigen Lemma folgt dann aber G = S;,. Wir haben friiher gesehen, dass
S, fiir p > 5 nicht auflésbar ist (Folgerung [ITII7.3). |
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