Beispiel zur Berechnung der Jordanschen Normalform

BEMERKUNG 23.13: Oftmals ist man nicht nur an der Jordanschen Nor-
malform an sich interessiert, sondern auch an einer Basis B, bzgl. welcher
Mpg(f) eine Jordan-Matrix ist, bzw. an einem P € GL(n; K), so dass P~ AP
eine Jordanmatrix ist. Der Beweis von Satz 23.2 gibt eine Idee, wie man eine

solche Basis bestimmen kann. Fiir jeden Figenwert A\ = \; betrachtet man

g el f— A1y, und mit den Unterrdumen U, = Kern(¢?) die aufsteigende

Kette
{0} =Uo S UL S ... QU1 S U, = H(f, M),

zum Hauptraum von f zum Eigenwert A. (Wir unterdriicken dabei durchweg
den Index 7, um nicht zu viele Indizes zu haben.) Man bestimmt Basen B; all
dieser Unterrdume U; (j < ¢). Man ergénzt (mit dem Verfahren 10.4) dann
B,—1 mit v%l), o ,US) zu einer Basis von U, = H(f, \). U,—;. In 23.2 geniigte
hier ein einziger Vektor, da es sich um den unzerlegbaren Fall handelte.
Allgemein kénnen hier aber mehr Vektoren nétig sein. Auf die ergédnzenden
Vektoren wendet man nun f an: die Bildvektoren g(vgl)), ce g(vg)) bilden
(wegen (23.2)) zusammen mit der Basis B,_» eine freie Teilmenge von U,_q,
die man ggfs. durch v§2), ceey vg) zu einer Basis von U,_; erginzt (s kann = 0
sein). Auf die schon gebildeten Bildvektoren wendet man erneut g an und
auch auf die neu ergénzten Vektoren, und diese Bildvektoren bilden dann
(wegen (23.2)) mit B,_3 eine freie Teilmenge in U,_5, u.s.w. Auf diese Weise
arbeitet man sich durch sukzessive Anwendung von g von rechts nach links
durch obige Kette von Unterrdumen bis man links angelangt ist. Schlieflich

sammelt man alle Vektoren in der folgenden Form Zeile fiir Zeile auf:

w, gY), L gt Y),
1 _
o), g(fM), s gt ),
2 2 2, (2
o, g@f), o, g (),
v®, g, . (D),
wobei aber einige der Zahlen ss, s3,... auch = 0 sein kénnen.

Dies wird fiir jeden Eigenwert A von f durchgefiihrt, und anschlieSend
werden die so konstruierten Basen der einzelnen Hauptriaume zu einer Basis
von V' zusammengesetzt. — Dies wird am folgenden kleinen Beispiel illustriert.
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BEISPIEL 23.14: Sei

35 -1 0 0 -7
0 -2 0 0 0 10
00 3 0 0 1

A=10 7 32 3 15 —77| €Me(R).
0 1 -10 0 -2 16
00 0 0 0 3

Sei f: R® — R® x — Ax die zugehdorige lineare Abbildung. Wir berechnen
eine Basis B von V' = R® (bzw. ein P € GLg(R)), so dass Mg(f) (bzw.
P~'AP) eine Jordansche Normalform ist.

Man berechnet das charakteristische Polynom:
Xy =T°—8T° +10T* + 60T° — 135T% — 1087 + 324 = (T + 2)*(T — 3)*.

Damit zerféllt xy, also ist f trigonalisierbar. A\; = —2 und Ay = 3 sind die
Eigenwerte von f.

Da hier 2 die algebraische Vielfachheit von A\; und 4 die algebraische Viel-
fachheit von A, ist, berechnet man die Unterrdume

H(f,—2) = Kern((f — A1 -1)%)
und
H(f,3) = Kern((f — Ay - 1)%).
Es gilt RS = H(f, —2)® H(f,3), und H(f, —2) und H(f,3) sind f-invariante

Unterrdume von R° (Hauptraumzerlegung).

Seien fl: H(f7_2) - H(f7_2)7 T = f(l') bzw. f2: H(f,?)) - H(fag)a
x +— f(x) die Einschrankungen von f auf die Hauptraume.

Es ist

25 25 —-10 0 O -—21
0 0 0 0 50
0 25 0 O 10
50 170 25 75 —428
0 =50 0 O 80
0 0 0 0 0 25

Die dazu gehorige Treppenmatrix ist
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Es ist somit
H(f,—2) = Kern((f+2-1)%
= {zeR°|(f+2-1)*(z) =0}

= {2 €R®|(A+2E,)* =0}
1 _3
t 3
2 2
6 0 0 .
= {zeR|z=r N 0 mit r, s € R}
0 -1
0 0
Wir multiplizieren die beiden Vektoren jeweils mit —2 und erhalten
1 3
-1 -3
0 0
= 9 und vy := 0
0 2
0 0

Somit ist Byy := (v1,v2) eine geordnete Basis von H(f, —2). Wegen

0 1 1
filv) = f(v1) = Av = 1 = —5711 — 51}2

0 9 7

f1(112) = f(Uz) = Av, = 9 = §U1 - §U2

st

1
Ay = MBm(fl) - (_i _Z) :
2 2
Sei g1 = fi — M- 1: H(f,—2) — H(f,—2). Offenbar ist 0 der einzige Eigen-
wert von ¢g;, und daher ist g; nilpotent. Damit

N [©

3 9
Cl = Al + 2E2 - MBIQ(gl) = ( 2 23) :
2

0 0
Cf:(o 0).

Es ist
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Man berechnet Uy; = Kern(gi) und Basen davon:

{0} =UpCcUjy CcUp= [’I(f7 —2)

(5 0)

Wir erhalten hieraus den Koordinatenvektor <

Die Treppenmatrix zu C ist

3 ) Hieraus erhalt man

—1
0
0
den Vektor v := 3v; — 1lvg = g als Basis B;; von Uj;.
2
0

Nun ergénzt man By; z. B. mittels v; zu einer Basis von U;,. Desweiteren
ist

gi(v1) = (fr+2-1)(v1) = (f +2-1)(v1) = (A+2E,)v, =

SO = W o oo

{g1(v1)} ist in Uy linear unabhéngig und wegen dim Uy; = 1 eine Basis von
Ui:. Es ist also keine Ergédnzung mehr notwendig. Insgesamt folgt also, dass
By = (v1,¢1(v1)) wieder eine Basis von H(f,—2) ist. Bzgl. dieser wird ¢;
(bzw. f1) dargestellt durch

((1) 8) (baww. (_12 _02> ).

Wir haben noch H(f,3) zu behandeln: Es ist

0 -625 0 0 0 1250
0 625 0 0 0 —1250

, o o 0O 0 0 0
(A=3Es)"= | 950 _3750 0 —1875 7000
0 —500 1250 0 625 —1500

0 0 0O 0 0 0



Die zugehorige Treppenmatrix ist

SO oo oo
SO o o oo
SO o oo+ O
SO OO o oo
O OO oo

Seien w; := und wy = . Es

cooc o
corrocoo
|
= oN- O O
—_ O OO

0
ist Bag := (wy, we, w3, wy) eine geordnete Basis von H(f,3). Wegen

3
0
fo(wy) = f(wr) = Aw; = 8 = 3wy 4+ Ows + Ows + 0wy
0
0
0
0
folwe) = f(we) = Awy = g = Ow; 4 3ws + Ows + 0wy
0
0
1
2
0
_3 1
fg(wg) = f(wg) = Aw3 = _% = §w1 - 111)2 + 311)3 + OU}4
3
0

1
6
7
f2(’LU4) = f(w4) = Aw4 = 1 = 1”LU1 + 1”LU2 — 2’LU3 + 3U)4
2
3



ist
30 4 1
03 -1 1
Ay = M523(f2) = 00 3 -2
00 O 3

Sei go = fo— Ao+ 1: H(f,3) — H(f,3). Offenbar ist 0 der einzige Eigenwert
von g9, und daher ist g, nilpotent. Damit

00 4+ 1
00 —1 1
Cg 2:A2—3E4:M523(gg)= O 0 0 _2
00 0 0
Es ist
00 0 -1
2 10 0 0 2
CQ_ 000 O
000 O
und
00 0O
3 10 000
¢y = 00 00
00 0O

Man berechnet Uy; = Kern(g3) und Basen davon:
{0} = U20 C Uy C Uy C U23 = H(f, 3)

Die Treppenmatrizen zu Co und C? sind

0 010 0 0 01
0 0 01 b 0 0 0O
0000 "™ loooo
0 0 0O 0 0 0O
Daher erhélt man als Basen By := {w;, we} von Uy sowie Byy 1= {wy, we, w3}

von UQQ.

Man ergénzt nun Byy z. B. mittels wy zu einer Basis von Uss.

Dann ist

g2(wa) = (fo =3 - 1y)(ws) = (f =3 1v)(ws) = (A= 3B )wy =

ON— = O

By U {g2(wy4)} ist dann ein linear unabhéngiges System in Uz und wegen
dim Usy = 3 eine Basis von Uss.



Desweiteren ist

gp(wa) = (f2 =3 1)(wa) = (f = 3 1)(ws) = (A = 3Es)*ws =

SO DN OO

und Bao U {g5(ws)} = {g5(w4)} ist linear unabhéingig in Us;. Da dim Uy = 2
ist, miissen wir {g3(w,)} mittels eines hierzu linear unabhéingigen Vektors
aus Uy ergénzen. Z. B. ist dann {g3(wy4),w;} eine Basis von Us.
Insgesamt erhalten wir hieraus die geordnete Basis

By = (w4,gQ(w4)7g§(w4),w1),

beziiglich welcher g, (bzw. f3) dargestellt wird durch die Matrix

(bzw.

OO = O
O = OO
o O OO
o O OO
OO = W
O = W o
S W oo
w o O O
N~—

Setzt man nun die gefundenen Basen B; von H(f, —2) und B, von H(f,3)
zu einer Basis B zusammen, so erhélt man: Bzgl. der Basis

B := (v1, g1(v1), w4, go(wy), g3 (ws), wr)
wird f dargestellt durch die Matrix

-2
1 =2

— W
— W

3

Setzt man die Basisvektoren als Spalten zu einer (invertierbaren) Matrix P
zusammen, so erhalt man

w o OO
O o NN O

s e
OO N OO
O OO OO



damit
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